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Algebra und Zahlentheorie. 
Lineare Algebra, Polynome, Invariantentheorie: 


MaeLane, Saunders: The Schönemann-Eisenstein irredueibility eriteria in terms 
of prime ideals. Trans. Amer. Math. Soc. 43, 226—239 (1938). 

The author applies his investigations on the evaluations in a polynomial ring to 
the deduction of criteria of irreducibility. The method may be considered as a refinement 
of the method using Newton’s polygons and hence it unifies those classes of criteria 
which have been obtained by the polygonal method by M. Bauer, Dumas, Kürschäk 
Rella and the reviewer. The author’s principal results follow from the fact that the 
so-called key-polynomials defining the evaluations are irreducible. For reducible 
polynomials the method gives some limitations on the degrees of the factors. — Finally 
there are remarks about the case of polynomials in several variables and about the 
ideals in the residue ring with respect to a polynomial. Oystein Ore. 


Zoukhovitzky, S.: Sur Papproximation minimum de syst&me des &quations linöaires 
incompatibles en rapport avec certains autres problömes minima. J. Inst. Math. Acad. 
Sci. Ukraine Nr 4, 83—92 u. franz. Zusammenfassung 93 (1938) [Ukrainisch]. 

Verf. untersucht die Näherungslösungen von m + n einander widersprechenden 
linearen Gleichungen in n Unbekannten 


m 
Zu ta=0, =1,2,..,m+n) (1) 
für die der Fehler x 


möglichst klein wird. Er zeigt, daß z sein Minimum wirklich annimmt für ein System t;, 
für das höchstens n der Gleichungen (1) nicht erfüllt sind. Die Untersuchungen werden 
mit Minimalproblemen der Funktionalanalysis in Zusammenhang gebracht. Mahler. 


Williamson, John: Quasi-unitary matrices. Duke math. J. 3, 715—725 (1937). 

Es sei I„ die n-reihige Diagonalmatrix, in der die ersten m und letzten n — m 
Diagonalelemente bzw. gleich +1 und —1sind. A heiße I,-unitär, wenn AI„A*=I,„, 
ist (A* = 4'). Ein Paar B,, B, heiße I„-ähnlich, wenn es ein I„-unitäres A mit 
AB,4A-!= B, gibt (so daß I„-Ähnlichkeit gewöhnliche unitäre Äquivalenz bedeutet). 
Mittels einer Methode, die der Verf. kürzlich [Amer. J. Math. 59, 599—617 (1937); 
dies. Zbl. 17, 97] auf ein analoges Problem /=—-T’=I,det I=+0, an Stelle von 
I=l(=1,,...,Ims-- In) = 1, det I + 0) angewandt :hat und die ihm auch die 
explizite Herstellung aller Normalformen gestattet, wird gezeigt, daß zwei I„-unitäre 
Matrizen dann und nur dann /,„-ähnlich sind, wenn außer den Elementarteilern auch 
die Indizes der zu den charakteristischen Wurzeln vom Betrage 1 gehörigen Elementar- 
teiler übereinstimmen (gemeint sind die auf E=I, bezogenen Elementarteiler). 
Entsprechendes gilt unter Realitätsbeschränkung. Ältere Ergebnisse von A. Loewy 
[Abh. Leop.-Carol. Akad. Nat.forsch. 71, 377”—446 (1898); Math. Ann. 50, 557—576 
(1898)] folgen als Korrolare. Zum Schluß wird bewiesen, daß jede I„-unitäre Matrix 
I„-ähnlich ist zu einer, deren sämtliche auf I, bezogene Elementarteiler einfach sind 
und durchweg zu (auf I„ bezogenen) charakteristischen Wurzeln vom Betrage 1 
Wintner (Baltimore). 


gehören. 
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Molenaar, P. G.: Über Differentialkovarianten erster Ordnung der binären kubisehen 

und der binären biquadratischen Differentialform. Akad. Wetensch. Amsterd., Proc. 41, 
278—288 (1938). 
? Weitzenböck hat [Akad. Wetensch. Amsterd., Proc. 29, 400—403 (1926)] eine 
Methode zur Gewinnung von Differentialkovarianten einer Differentialform durch Elı- 
mination gewisser Parameter aus den Gleichungen für die kovariante Ableitung an- 
gegeben. Der Autor führt die Elimination für den Fall einer binären kubischen Diffe- 
rentialform durch und gewinnt damit eine quadratische Differentialkovariante erster 
Ordnung. Für den Fall einer binären biquadratischen Form wird die Elimination 
durch die Aufstellung einer Determinante ersetzt, worauf sich eine Differentialkova- 
riante von der Stufe 7 (wieder von erster Differentiationsordnung) ergibt. 
van der Waerden (Leipzig). 


Abstrakte Theorie der Ringe, Körper und Verwandtes: 

Ore, Oystein: On the decomposition theorems of algebra. (Oslo, 14.—18. VII. 
1936.) C. R. Congr. int. Math. 1, 297—307 (1937). 

Einführung in die Theorie der Verbände (structures). Ausführliche Darstellung 
der auf Dedekind und den Verf. zurückgehenden Dedekindschen oder modularen 
Verbände in ihrem Zusammenhang mit den Zerlegungssätzen der Gruppen- und Ideal- 
theorie. Ferner Bericht über die wichtigsten Untersuchungen über allgemeine, dis- 
tributive und komplementäre Verbände. @. Köthe (Münster). 

Ward, Morgan, and R. P. Dilworth: Residuated lattices. Proc. Nat. Acad. Sci. 
U. S.A. 24, 162—164 (1938). 

Let R be any commutative ring with unity, and let Z be the lattice of the ideals 
of R. It is known that L is a modular lattice. The authors announce further conditions 
on L; for example, if L is complemented, then it is a Boolean algebra — thus it cannot 
be a non-trivial projective geometry. Neither can L be the free modular lattice of 
order twenty-eight. The authors develop their arguments in terms of equivalent sets 
of conditions on an abstract “multiplication” an on “residuation’”’ — and give suffi- 
cient conditions for the abstract ideal theory of E. Noether to apply to a “resi- 
duated lattice“. These are: modularity, and that @"ny*<zy for any z,y and 
suitable exponents m, n. Garrett Birkhoff (Cambridge, U. 8. A.). 

Fitting, Hans: Der Normenbegriff für die Ideale eines Ringes beliebiger Struktur. 
J. reine angew. Math. 178, 107—122 (1937). 

Let X be a (left or right) ideal in an arbitrary ring O with an identity and o a subring 
of the center containing 1. I£ the o-module O/X satisfies the double chain condition 
then norm Nojo(X) is defined as the order ideal d of this module [Jber. Deutsch. Math.- 
Vereinig. 46 (1936)]. The author applies his earlier results on the order of a module 
to obtain extensions of the known theory of norms of ideals in algebraic number 
fields and in simple algebras over such fields. The main concern is with the case 
A>2ZZ2K2P where A is simple, Z its center is separable over P, and P is the quo- 
tient field of a five axiom ring in the sense of E. Noether, o and 3 the principal 
orders respectively ofKandZ. If W;, is a normal ideal its left norm (DA; y), Dir 
the left maximal order of W;,) and right norm coincide and NW, B,, = NW;N B;r- 
U;,; and B;, are called equivalent if they are isomorphic 3-modules. The equivalence 
classes form a group isomorphic to the subgroup of n-th powers in the absolute ideal 
class group of 3, if n? is the order of A over Z. Jacobson (Princeton). 

Levitzki, Jakob: On the equivalence of the nilpotent elements of a semi simple 
ring. Compositio Math. 5, 392—402 (1938). 

S sei ein halbeinfacher Ring. Ist a ein Element aus S, so zerfällt das Rechts- 
ideal 08 in ebenso viele einfache Rechtsideale wie Sa in einfache Linksideale. Ihre 
Anzahl heiße der Rang |a| vona. Ist a ein nilpotentes Element aus S, a® +0, a”+t!—0, 


291 
so läßt sich a auf folgende Normalform bringen: Es ist a = Io; mit |a| = el, 
ni ‚=1 
4a = 0 füri +. Jedes a, hat die Gestalt a; = Ir, mit la; | =D r:|; Irss| =1, 
K=1 r 


ferner ner —=0 für KER+1, rer #0, rare für ii’. Es ist ferner 
m_n=m>"">n,. Ist speziell S einfach, so sind zwei nilpotente Elemente a 
und a’ dann und nur dann äquivalent (d.h. a’ = zax"! mit regulärem x aus 8), wenn 


sie dieselben charakteristischen Zahlen n,, ...,n, besitzen. Für eine nilpotente Matrix 
mit Elementen aus einem Schiefkörper bedeutet dies, daß sie auf die Jordansche 
Normalform gebracht werden kann. - @. Köthe (Münster). 


Venkatarayudu, T.: Ideal theory of the Abelian group-algebra. Proc. Indian Acad. 
Sci., Sect A 7, 118—129 (1938). " 
The author considers the groupring @(X) defined by a finite Abelian group N. 
If Y has the invariants n,,...,n, then one easily finds that G(X) is isomorphie to the 


residue ring of the ideal (27 — 1,..., 27 — 1) in the polynomial ring K(z,,..., %,). 
The radical and the decomposition into ideal components are studied for various basis 
fields K. Oystein Ore (New Haven, Conn.). 


Landherr, W.: Liesche Ringe vom Typus A über einem algebraischen Zahlkörper 
(Die lineare Gruppe) und hermitesche Formen über einem Schiefkörper. Abh. math. 
Semin. Hansische Univ. 12, 200—241 (1938). 

In einer früheren Arbeit (dies. Zbl. 11, 245—246) hat Verf. mit der Untersuchung 
derjenigen Lie-Algebren & über einem beliebigen Körper k der Charakteristik O be- 
gonnen, die bei Übergang zum algebraisch abgeschlossenen Körper X über k in die zur 
unimodularen Gruppe n-ten Grades über X gehörende Lie-Algebra übergehen. Es gibt 
dann Galoissche Körper K über k, in denen ©z eine treue Darstellung X—r(X) 
durch Matrizen n-ten Grades besitzt. Diese Darstellung ist, abgesehen von Trans- 
formation mit nichtsingulären Matrizen aus K und Ersetzen von (X) durch —t(X)', 
eindeutig bestimmt. Ist o ein Element der Galoisschen Gruppe & von K über k, 
setzt man o(D'&,2,) =D)0(&,)z, (z, eine Basis von ©, &, in K), und versteht man 
für eine Matrix M aus K unter s-!(M) die aus M durch Anwendung von a! auf die 
Koeffizienten entstehende Matrix, so ist X—s-!ro(X) eine Darstellung von ©z, 
also aus t(X) in der angegebenen Weise zu erhalten. Nun sind 2 Fälle möglich. Typ I: 
s-Iro(X) entsteht aus (X) durch Transformation mit einer nichtsingulären Matrix 
aus K. Typ II: Man hat außer Transformationen beim Übergang noch eine Abbildung 
t(X)— —t(X)’ anzuwenden. Im 2. Fall gibt es eine Untergruppe vom Index 2 in &, 
so daß für die zugehörigen o die Darstellung s-!ro(X) aus r(X) durch reine Trans- 
formation entsteht; es sei 2 der zugehörige quadratische Körper über k. Dann ist 
©. vom ersten Typ über 2. In der obenerwähnten Arbeit war gezeigt worden, daß es 
im Fall des ersten Typs ein assoziatives einfaches normales System R über k gibt, 
derart, daß © mit [R, A] isomorph ist, wobei in R der Ausdruck [&, 8] durch «ß — a 
definiert ist. Jetzt folgt für den zweiten Typ, daß es ein einfaches assoziatives System R 
mit dem Zentrum Q gibt, das einen k, aber nicht Q festlassenden involutorischen Anti- 
automorphismus A — A besitzt, derart, daß & aus den Elementen A von [R,R] 
mit AÄ= — A besteht. Q ist durch © eindeutig bestimmt, statt A kann man nur noch 
das reziprok isomorphe System nehmen. Umgekehrt liefert jedes derartige R in der 
genannten Weise Lie-Algebren vom zweiten Typ. Jeder involutorische Antiauto- 
morphismus von Rt ist von der Form A VAV, wo V in? liegt und V = V ist. Zu 
jedem solchen V gehört also ein ©; doch bestimmen V und alle „multiplikativ äqui- 
valenten“ V, =tTVT (mitt # 0 aus k und einem Nichtnullteiler T aus R) dasselbe ©. 
Besitzt R keinen 2-Operator-Antiautomorphismus, so sind dies die einzigen Elemente V, 
die dasselbe © ergeben. Im anderen Fall liefern auch noch die zu einem bestimmten y. 
multiplikativ äquivalenten Elemente dasselbe ©. Für alle diese Ergebnisse vgl. auch 
N. Jacobson, dies. Zbl. 16, 150 u. 18, 103. — Von jetzt an sei k ein algebraischer 

19* 


292 


Zahlkörper. Ein einfaches System R, dessen Zentrum ein quadratischer Körper (7 
über % ist, besitzt dann und nur dann einen k, aber nicht 2 festlassenden involutorischen 
Antiautomorphismus, wenn R zerfällt für jede Primstelle ® von 2, für die der B-Grad 
von 2 über k gleich 2 ist, während für die anderen Primstellen die Summe der In- 
varianten von R für die beiden konjugierten Primideale PB und ®’ verschwindet. Zwei 
Systeme ©, und ©, des behandelten Typs mit dem gleichen k und Q sind isomorph, 
wenn ©}, und ©, für alle Primstellen p von k isomorph sind und ferner © 2 und &a 
isomorph sind. Bezeichnet man mit Sp(z?) die von der Spur des Quadrats des all- 
gemeinen Elements der regulären Darstellung gelieferte quadratische Form, so erhält, 
man die folgenden Invarianten von ©: 1. der Körper Q über k; 2. die P-adischen 
Invarianten von R, die die genannten Bedingungen erfüllen müssen; 3. für die un- 
endlichen Primstellen p von k die Cartanschen Trägheitsindizes [E. Cartan, Ann. 
Ecole norm., II. s. 81 (1914)]. 4. Für jedes p aus k mit 2% -F k, bei geradem n die 
Hasseschen Invarianten c,(Sp(x2)) [vgl. H. Hasse, J. reine angew. Math. 158, 158 
(1924)]. Von diesen letzteren dürfen nur endlich viele von 1 verschieden sein, und ihr 
Produkt-über alle p muß den Wert 1 haben. Umgekehrt kann man zu gegebenen 
Invarianten, die diese Bedingungen erfüllen, eine Lie-Algebra © finden. Weiter werden 
nichtausgeartete Hermitesche Formen [=D (%;=%,,) mit Koeffizienten 
aus einer normalen Divisionsalgebra R$ über Q behandelt, wo E>E£ einen 2 nicht 


festlassenden involutorischen Antiautomorphismus von & bezeichnet. Die bei &>£ 
festen Elemente bilden einen Körper k, in bezug auf den (2 quadratisch ist. Dieobigen 
Ergebnisse gestatten dann, die Formenklassen durch Invarianten zu charakterisieren, 
ebenso auch die Bedingungen anzugeben, daß f mit einem Vielfachen einer gegebenen 
Form äquivalent ist, wobei der Faktor in k liege. Schließlich läßt sich auch die Frage 
behandeln, wann eine r,-äre Form durch eine r-äre Form dargestellt werden kann 
sr, <e). R. Brauer (Toronto). 


Ingraham, M. H.: On certain equations in matrices whose elements belong to a 
division algebra. Bull. Amer. Math. Soc. 44, 117—124 (1938). 
Let A and X be nxn matrices with elements in a commutative field F, and 
let P(A)= D’Xa; be a polynomial with coefficients in F. The equation P(X) = A 
has been previously discussed (this Zbl. 9, 49). The author shows that the natural 
generalization of this equation when Fisreplaced by a division algebra D is I X'Ea;—= A& 
where & is an arbitrary vector. Define P(A)ODE = D’4'Ea, where the a, and the 
elements of A and £ are in D. Methods are given for finding all matrices X such that 
P(X)OE=Q(A)OE is an identity in &. The problem reduces to the factorization 
of polynomials in D, and a problem of similarity of matrices which has not yet been 
completely solved. MacDuffee (Princeton). 


Wajnsztejn, Duwid: Über die Clifford-Lipschitzschen hyperkomplexen Zahlen- 
systeme. Ann. Soc. Polon. math. 16, 65—83 (1938). 

Wajnsztejn, Duwid: &-Matrizen und Clifford-Zahlen. Ann. Soc. Polon. math. 16, 
162—175 (1938). 

Das durch 


definierte hyperkomplexe System und dessen Darstellung durch Matrizes sind in letzter 
Zeit mehrfach untersucht worden (z. B. Brauer und Weyl, dies. Zbl. 11, 244). Verf. 
untersucht, welche Matrices in der Darstellung des Systems orthogonal sind. 

van der Waerden (Leipzig). 


No 


en —1, &e& = —&E; 


Zahlentheorie: 

Lehmer, D. H.: Euelid’s algorithm for large numbers. Amer. Math. Monthly 45, 
227—233 (1938). 

Beiderregulären Kettenbruchentwicklung einer reellen Zahl &,=2,: 2) = [90: 91), 
&,=2,:%41=[9, 9%4+1,...] hat man für den Zähler des n-ten Näherungsbruches von £&,, 


293 


A(n,v) = A(n— 1,9) m+»+A(n—2,») und für den Nenner B(n, v) = B(n— 1,9) n+» 
+ B(n—2,»)... (1). Weiter ist 2,4» = (— 1)"{B(n— 2,») x, — A(n— 2, ») 241} +++ (2). 
Verf. gibt nun eine Modifikation des Euklidischen Algorithmus, um die Anwendung 
auf sehr große Zahlen bequemer zu machen und mehr als 90% des Rechenaufwandes 
mit großen Zahlen zu ersparen, wenn man sehr viele q; berechnen will. Man kann 
dann zuerst statt z,, &, Näherungswerte %,, y, mit geringerer Stellenzahl nehmen 
und mit diesen bis zu einem gewissen Gliede qx, die richtige q; berechnen. Sodann 
berechnet man mittels (1) und (2) &,+1, &,+ı und kann die Berechnung der g; fort- 
setzen mit Näherungswerten yy4+1, Yx,+1 usw. Verf. setzt ausführlich auseinander, 
wie man während der Berechnung Proben der Richtigkeit anstellen kann. Auch wird 
der Fall behandelt, in welchem man sehr viele Näherungsbrüche berechnen will. An- 
wendung auf die Berechnung der ersten 90 g; von z. N.G. W.H. Beeger. 


Erdös, Paul: On the density of some sequences of numbers. III. J. London Math. 
Soc. 13, 119—-127 (1938). 

The author extends his previous work (see this Zbl. 12, 10 and 16, 12) on the 
distribution of the values of an additive arithmetical function f{m). The restriction 
(m) =0 is removed, and the results obtained in the present paper include those 
proved by Schoenberg (see this Zbl. 18, 393) using analytical methods. The main 


result, HL 
en DI, I, I (p running through primes) 


o1>ı @lsı @lsı 1 
all converge, then the distribution-function for f(m) exists. (2) I£ > — diverges, the 


I@) #0 
distribution-function is continuous, and if it converges, the distribution-function is 


purely discontinuous. The proofs are elementary, but more complicated than tkose 
of I and II. Davenport (Manchester). 


@® Skolem, Th.: Diophantische Gleichungen. (Erg. d. Math. u. ihrer Grenzgeb. 
Hrsg. v. d. Schriftleitung d. Zbl. f. Math. Bd. 5, H. 4.) Berlin: Julius Springer 1938. 
130 S. RM. 15.—. 

Der T. Nagellsche Bericht über Diophantische Gleichungen höheren Grades [Mem. Sei. 
math. H. 39 (1929)] ist durch die Ergebnisse der letzten Jahre überholt worden, und es fehlte 
bisher eine zusammenfassende Darstellung der neuen Resultate. Diese Lücke füllt Verf. jetzt 
aus. In leicht lesbarer und interessanter Form stellt er den augenblicklichen Zustand des 
Gebietes dar und berücksichtigt dabei auch die linearen, multilinearen und quadratischen 
Gleichungen. Die ganze zweite Hälfte betrifft jedoch die rationalen und ganzzahligen Punkte 
auf algebraischen Kurven höherer Ordnung; dabei werden u.a. 16 Seiten den Thue-Siegel- 
schen Methoden gewidmet. An vielen Stellen skizziert Verf. die Beweise, was den Nutzen 
erhöht. Den Abschluß bildet ein 8 Seiten langes Literaturverzeichnis. — Inhaltsverzeichnis: 
Einleitung. Kap.1. Lineare Gleichungen. $1. Systeme homogener linearer Gleichungen. 
$ 2. Systeme inhomogener linearer Gleichungen. $ 3. Transformation von linearen Gleichungs- 
systemen. Elementarteiler. — Kap. 2. Gleichungen, die in einigen Unbekannten linear sind. 
$ 1. Lösbarkeitskriterien für bilineare und multilineare Gleichungen. $ 2. Allgemeine Lösungen 
gewisser Determinantengleichungen und der bilinearen Gleichung. $ 3. Allgemeinere Sätze 
über die ganzzahlige Lösbarkeit von Gleichungen, die in einigen Unbekannten linear sind. — 
Kap. 3. Quadratische Gleichungen. $ 1. Homogene quadratische Gleichungen. $ 2. Inhomo- 
gene binäre quadratische Gleichungen. $ 3. Inhomogene quadratische Gleichungen in mehr 
als zwei Unbekannten. — Kap. 4. Multiplikative Gleichungen. $ 1. Systeme von Gleichungen 
der Gestalt A,zt zu am, uk = By yi® 1 yır, =1,2,...,M) 


82. Gleichungen der Gestalt: Zerlegbare Form = Konstante. $3. Gleichungen der Ge- 
stalt f(X1, - - -, %,) = hyü ...Yr, wo feine zerlegbare Form ist. — Kap. 5. Rationale Punkte 


auf algebraischen Kurven. $ 1. Kurven vom Geschlechte Null. $ 2. Kurven vom Geschlechte 
Eins. $3. Kurven vom Geschlechte >1. — Kap. 6. Punkte mit ganzzahligen Koordinaten 
auf algebraischen Gebilden, insbesondere ebenen Kurven. $1. Der Satz von Runge. $2. 
Die Thue-Siegelschen Sätze. $ 3. Die Darstellbarkeit ganzer Zahlen durch gewisse besondere 
Klassen binärer Formen. $4. Eine p-adische Methode. Anwendung auf die Gleichung 
N(a@x+ßy-+yz)==h. Mahler (Manchester). 
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Mordell, L.-J.: The definite quadratie forms in eight variables with determinant 
unity. J. Math. pures appl., IX. s. 17, 41—46 (1938). 

It is shown that there are exactly two classes of positive definite forms (with 
integer coefficients) in eight variables, of determinant unity, namely the ‚properly 
primitive class represented by @-+ --- + 23, and the improperly primitive class 
represented by + + B+(2ı +: +2)? — 22,25 — 229%. The latter 
form had been isolated by Korkine and Zolotareff [Math. Ann. 6, 366—389 (1873)]. 
Use is made of theorems due to Blichfeldt and Hofreiter (this Zbl. 9, 244, and 
6, 394) that the minimum of a positive definite form in n variables and of determinant A 


is <] }„nA, where A, = 64/3, A, = 64, A; = 256; and that if equality holds in the 
case n = 6, the form is equivalent to 


YABIE+... +E ++... +2)? — 20% — 22,0]. @. Pall. 

Ko, Chao: Determination of the elass number of positive quadratie forms in nine 
variables with determinant unity. J. London Math. Soc. 13, 102—110 (1938). 

Es sei h, die Anzahl der Klassen positiver quadratischer Formen mit ganzzahligen 
Koeffizienten und der Determinante D„. Es ist für ,=1:,=1(n=1,2,...,7) 
(Hermite), A, = 2 (Mordell). Der Verf. beweist: hy= 2. Um dies zu zeigen, leitet 
er mehrere Hilfssätze ab, die von Interesse sind. Es wird die Anzahl der Klassen mit 
dem Minimalwert M„= 2 und der Determinante D,=4,5, D,=4,5, D,=3,4, 
D,=2,3, D, =1,2 ermittelt. Hofreiter (Wien). 

Diekson, L. E.: Universal forms Da,” and Waring’s problem. Acta Arithmet. 2, 
177—196 (1937). 

Let ? = ?qg+r,0<r<2?%, I=2*+g— 2. Let [w,w] denote a sum of u 
(non-negative) n-th powers and w products of n-th powers by a fixed integer a. It is 
proved that 2 P of the I n-th powers needed in representing all positive integers may 
be taken equal in pairs, f 9<n=400, P=3%(2" +g9—4n+2)— 2. Also, every 
positive integer is represented by 
[4n + 2an,{(I — 4n)/a} —2— 2n], f 16<n<400 and a=sA4n; 

(an, {(T — 4n)/a} — 2] f a=3 and 11<n< 400; [104, 148] f a=3,n=9; 
[41,346] f a=3,n=10; [4n,{(T — 4n)[ —2 if a=4 11<en=<400. 
These theorems yield universal forms involving approximately I/a variables, if « is 
not too large. The lemmas developed apply not only to powers but to any ascending 
sequences of integers. See this Zbl. 13, 391; 14, 251; 15, 343.  G@. Pall (Montreal). 

Hua, Loo-Keng: Some results in the additive prime-number theory. Quart. J. 
Math., Oxford Ser. 9, 68—80 (1938). 

Verf. beweist verschiedene Sätze über die Darstellung von Zahlen als Summe von 
Potenzen von Primzahlen. Z.B.: 1. Fast alle Zahlen, die in bestimmten Restklassen 
mod m liegen, sind in der Form pf + p3 + p darstellbar, wo m in wohlbestimmter 
Weise von k abhängt. 2. Für ungrades k sind fast alle graden Zahlen in der Form 
Pı + p3 darstellbar. 3. Für ungrades k sind alle großen Zahlen in der Form v9, +% 
+73 + p% darstellbar. Hans Heilbronn (Cambridge). 

Hua, Loo-Keng: On an exponential sum. J. London Math. Soc. 13, 54—61 (1938). 

Let P(z) be a polynomial of degree k>3, with integral coefficients, 


S=D esp(2aiP(e)l), 
z=0 


q a positive integer. Mordell had proved for the case of a prime g=pthat $S=O (pl!) 
(this Zbl. 5, 246-247). It is proved that |8| < c,(A2#, q)g!-!/k+e, for any e>0, 
c| depending only on k and e&; here A is the diseriminant of R,(x)... R,(%), where 
Pa) = (RD)... (Rio), >. >%>0, R;(a) different irreducible poly- 
nomials. This result was applied by the author (this Zbl. 17,388). @. Pall (Montreal). 
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Corput, J. G. van der: Diophantische Approximationen. (Oslo, 14.—18. VII. 1936.) 
C. R. Congr. int. Math. 1, 249—260 (1937). 

Verf. bringt eine klare Übersicht über die Fortschritte der Theorie der Diophan- 
tischen Approximationen seit ungefähr Mitte 1935 und hebt dabei besonders die Arbeiten 


N 
Vinogradoffs über Summen der Gestalt De2”i/(® und ihre Anwendung auf verschie- 
ı=1 
dene arithmetische Probleme hervor. Die Betrachtungen sind für das Verständnis 
der tiefen Vinogradoffschen Methoden von großem Interesse. Außerdem werden 
verschiedene neuere Arbeiten auf anderen Gebieten (z. B. vom Verf. über die Theorie 
der stationären Phase und von anderen Autoren über lineare Approximationen) 
zitiert, so daß das Literaturverzeichnis am Schluß eine sehr wertvolle Ergänzung 
bildet, z. B. zum Bericht des Ref. über „Diophantische Approximationen“, Erg. d. 
Math. 4, 4 (1936), dessen Literaturliste eben bis Mitte 1935 wohl vollständig ist. 
J. F. Koksma (Amsterdam). 

Mordell, L. J.: Minkowski’s theorems and hypoiheses on linear forms. (Oslo, 
14.—18. VII. 1936.) C. R. Congr. int. Math. 1, 226—238 (1937). 

Eine sehr klare und instruktive Übersicht über die Probleme, die den Minkow- 
skischen Sätzen und Vermutungen über homogene und inhomogene Linearformen 
entspringen und zu deren Klärung Verf. und seine Schüler vieles beigetragen haben 
[Literatur siehe den Bericht des Ref.: „Diophantische Approximationen.“ Erg. d. 
Math. 4, 4 (1936), speziell Kap. II]. J. F. Koksma (Amsterdam). 

Davenport, H.: On the produet of three homogenous linear forms. J. London 
Math. Soc. 13, 139—145 (1938). 

Es seien &, n, & 3 reelle homogene lineare Formen in x, y,2 mit der Determinantel. 
Es sei M = min [& .N> &| für ganze Zahlen z,y,2=+0,0,0. Der Verf. beweist 


1 : 2 
M< Tr. Hofreiter (Wien). 


Gruppentheorie. 


@ Brauer, R., and C. Nesbitt: On the modular representations of groups of finite 
order. I. (Univ. of Toronto studies, Math. ser. No. 4.) Toronto: Univ. of Toronto press 
1937. 21 pag. 

Zum erstenmal wird ein Zusammenhang zwischen den absolut irreduziblen Darstellun- 
gen FY,F%,...F% einer endlichen Gruppe ® mit der Ordnung g bei Charakteristik 0 und 
den absolut irreduziblen modularen Darstellungen F},F,,...F, bei beliebiger Primzahl- 
charakteristik p aufgedeckt. Die Darstellungen F, lassen sich in geeignetem algebraischem 
Zahlkörper 2 auf ganz algebraische Gestalt transformieren. Ist D irgendeine in 2 ganz- 
zahlige Darstellung, so werde mit D die modulare Darstellung von ® bezeichnet, die aus D 
entsteht bei Ersetzung jeder ganzen Zahl aus 2 durch ihre Restklasse nach einem festen 
Primidealteiler p von p. F, trete mit der Vielfachheit do. in F% auf. Hauptrolle spielt in der 
Arbeit die Beziehung k* 

=Zd,,d,, () 
v=1 


zwischen den d,, und den Cartanschen Invarianten c,, des Gruppenringes I’ von © über 
dem algebraischen, algebraisch abgeschlossenen Körper K mit der Charakteristik p. — Wenn 
zwei in 2 ganzzahlige Darstellungen äquivalent sind, so treten in den aus ihnen abgeleiteten 
modularen Darstellungen die F, in der gleichen Vielfachheit auf. Das folgt aus dem Hilfs- 
satz: Wenn bei zwei Darstellungen von & in Matrizen mit Koeffizienten aus beliebigem 
Körper k die demselben Element aus & zugeordneten Matrizen die gleiche charakteristische 
Gleichung besitzen, dann haben die beiden Darstellungen dieselben irreduziblen Komponenten 
(in gleicher Vielfachheit). — Die reguläre Darstellung R von ® in Normalgestalt über 2 ist 
k* 


ganzzahlig und äquivalent zu 2, f% F}, wobei f} der Grad von F*. Demnach ist die Vielfach- 
k* v=1 


heit u, von F;, in R gleich Pa fed,r. Ds R die reguläre Darstellung von ® in K ist, so ist u, >U 
1 


für alle A. Demnach werden durch Aufspaltung (nach dem Modul p) alle irreduziblen modu- 
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laren Darstellungen erhalten. Nach Brauer und Nesbitt (vgl. dies. Zbl. 16, 341) hat R 
genau k inäquivalente unzerfällbare Bestandteile U,, U,,... U;, wobei die U, noch so nume- 
riert sind, daß die erste und die letzte irreduzible Komponente von U, gleich F, ist. Die Viel- 
fachheit von F, in U, seic,,, dann sind die c,; gleich den Cartanschen Invarianten des Gruppen- 
ringes I. Beim Beweis der Formel (1) wird die von Frobenius ($8.-B. Berlin. math. Ges. 
1903, 504, 634) hergeleitete Formel 


det ($(&) + R’(y)) = U: 8x} 


”,. 
benutzt, wobei $(x) die zweite reguläre Darstellung von I’ in Normalgestalt, = 2, 2,0, 
= \ o€£& 
Yy ==>" YO, Du, = (u + ) s u bzw. 2 über alle Wurzeln der charakteristischen 


o € (6) %, 
Gleichung von F,,(x) bzw. F;(y) läuft. — CO}, O5, ... CO, seien diejenigen Klassen konjugierter 


Elemente aus &, deren Ordnung teilerfremd zu p ist. Jedes Element Q aus @ ist eindeutig 
Produkt zweier untereinander vertauschbarer Elemente P und M aus ®, wobei die Ordnung 
von P eine p-Potenz, die Ordnung von @ teilerfremd zu p ist. Bei jeder modularen Darstellung 
von & sind sämtliche Eigenwerte von P gleich 1, also haben Q und M dieselbe charakteristische 
Gleichung. Ein modularer Charakter von © ist schon eindeutig bestimmt durch seinen Wert 
in den ersten h Klassen. Da die k zu den F, gehörigen irreduziblen modularen Charaktere x) 
bekanntlich linear unabhängig sind, so folgt h > k. — Es sei g = p*  g’, so daß g’ zu p teiler- 
fremd ist, ferner seien alle g’-ten Einheitswurzeln in 2 enthalten. Dann wird die Gruppe 
der g’-ten Einheitswurzeln bei Restklassenbildung modp isomorph auf die Gruppe der g’-ten 
Einheitswurzeln modp abgebildet. Bei jeder eigentlichen modularen Darstellung D von & 
sind die Eigenwerte jeder Matrix D(Q) g’-te Einheitswurzeln. Für jedes @ mit zu p teiler- 
fremder Ordnung ersetzen wir die Eigenwerte von D(Q) durch die zugeordneten komplexen 
Einheitswurzeln und summieren, dann entsteht eine komplexe Zahl x{?, die modp mit dem 
modularen Charakter von D übereinstimmt. Zwei modulare Darstellungen enthalten dann 
und nur dann dieselben irreduziblen Komponenten, wenn die eben definierten Charaktere 
übereinstimmen. Ferner gilt jetzt die Gleichung 


k 
ur = Dd,,xW. (2) 
i=1 
Für den Charakter ©» von U, gilt: 
k 
9 = N eo,,x9. (3) 
4=1 
Aus (1) und (2) folgt 2 
oo”) — Ddur xm)* . (4) 
u=1 


k* 
Aus den gewöhnlichen Orthogonalitätsrelationen 2m an" =Ö,r 9/9,» wobei C oe’ die zu 
v= 
C, inverse Klasse, ge die Anzahl der Elemente aus C,, und aus (2), (4) folgt: 


k 
DR er Br (8) 


‚=1 
Setzen wir Y= (2), X= (x) ‚ so folgt 
Y’.X = (glg, - 6.,)=T: (6) 


wobei 7 h-reihig. Da Det(T) + 0, so ist wenigstens einer der Ränge von Y, X mindestens Ah. 
Demnach folgt k>h. Da auch k<h, so k = h, und es entsteht ein neuer Beweis für das 
Theorem von Brauer (vgl. dies. Zbl. 10, 344): Die Anzahl der inäquivalenten irreduziblen 
modularen Darstellungen einer endlichen Gruppe ist gleich der Anzahl der Klassen aus kon- 
Jugierten Elementen mit zu p primer Ordnung. Da die k Charaktere x", ... x(® mod p linear 
unabhängig sind, so folgt Det(X) #0 (modp), und da das für jeden Primteiler von » gilt, 
so ist Det(X) prim zu p. Aus (5) folgt X7T-1Yy’ = E, also zusammen mit (6): 


k 
2 
29 MON =g-6,,. (7) 
v= 
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Aus (3) folgt Y=C’X, wobei O=(c,;). Aus (6) folgt: Det (C) +0, VOX=T, XT-ıX’ 0-1 


k 
> on 2. oo ya glg, 5 Our D (8) 
e,0-1 
. 1 
2% = dr (m) 0°). 0 
0= 


Aus (7) folgt, daß ©%’ durch die höchste in g/go aufgehende »-Potenz teilbar ist. Setzen wir 
für Co die Einheitsklasse, so folgt der von Dickson [Trans. Amer. Math. Soc. 8, 389 (1907)] 
bewiesene Satz: u, ist durch 9° teilbar. — Die Summe Z, der Elemente aus C, bildet eine 
Basis des Zentrums Z von T. Z ist direkte Summe seines Radikals und einer halbeinfachen 
Algebra Z, .Z, ist direkte Summe von t Körpern mit den Einheitselementen Nee 
Setzen wir Ir = 7,1), 80 ist "= Iı + Da +: + D. die eindeutig bestimmte Zerlegung 
von I’ in möglichst viele zweiseitige Ideale. Bei der Darstellung U, wird n, entweder auf 
die Einheitsmatrix oder auf die Nullmatrix abgebildet. Alle Darstellungen U,, bei denen n, 
auf die Einheitsmatrix abgebildet wird, bilden einen Block B, in dem folgenden Sinne: Wenn U, 
eine feste Darstellung aus B-, so besteht B: aus allen U, für die es eine Kette U,, U, 10 Iso 5 U: 
gibt, so daß aufeinanderfolgende Glieder stets eine irreduzible Komponente gemein haben. 
Ist F, eine irreduzible Komponente von U. aus B;, so wird n, bei F, auf die Einheitsmatrix 
f)-ten Grades abgebildet. Wir sagen, daß F, zu B, gehört. F, gehört genau dann zu B,, 
wenn U, zu B, gehört. Werden die F, so numeriert, daß die r, ersten F, zu B, gehören, die 
nächsten r, zu B, gehören usf., dann folgt für 0 eine Aufspaltung: 


c, ) 
C= : > (lies i statt 7 auf Seite 19!) 


0 GC, 
wobei C, r-reihig quadratisch und nicht mehr weiter aufspaltbar ist. Es ist 
=. 
Wir sagen, daß F% und F} zu demselben Block B* gehören, wenn wo = es (mod p) 
für alle o. Es gibt genau ti Blocks B*, und bei passender Numerierung enthält B* genau die- 
jenigen FT, für die sämtliche irreduzible Komponenten von F} in BF enthalten sind. Die 
Zahl t ist gleich der Anzahl der mod p verschiedenen Zeilen w , U) ci . Bezeichnen wir 


mit r* die Anzahl der in B} enthaltenen F,, so folgt: 
Dr 0 


De en. 5 


\0 D, 
wobei D, r* Zeilen und r, Spalten besitzt. Eine weitere Aufspaltung von D ist nicht mehr 
möglich. — Hieraus ergeben sich für die gewöhnlichen Charaktere die (bisher nicht bekannten) 
Relationen (Theor. 8: Bei festem ristfür« sk, A>k): B> ee" =0. Zassenhaus. 
e(F£EBF) 

Murnaghan, F. D.: The analysis of the direet produet of irredueible representations 
of the symmetrie groups. Amer. J. Math. 60, 44—65 (1938). 

Aus einer irreduziblen Darstellung I’ der symmetrischen Permutationsgruppe ©, 
vom Grad m und einer irreduziblen Darstellung [” von ©, kann mit Hilfe direkter 
Produktbildung eine Darstellung von &,„+„ gewonnen werden. Diese ist im allge- 
meinen reduzibel; für physikalische Anwendungen ist es wichtig, die Zerlegung in 
irreduzible Bestandteile zu kennen. Verf. gibt eine Verbesserung seiner früheren 
Methode (dies. Zbl. 17, 155, vgl. ferner dies. Zbl. 17, 297). Es wird ferner eine Tabelle 
gegeben, die die Zerlegung für m +n = 10 explizit liefert. R. Brauer (Toronto). 

Nakayama, Tadasi: A remark on representations of groups. Bull. Amer. Math. Soc. 
44, 233—235 (1938). 

Verf. überträgt einen Satz von Frobenius über Darstellungen endlicher Gruppen 
auf beliebige Gruppen (G. Frobenius, 8.-B. preuß. Akad. Wiss. 1898, 501—515). 
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Bei beliebigen Gruppen g tritt an Stelle des Gruppenringes der Ring R, der auf g 
fastperiodischen Funktionen, wobei als Produkt zweier Funktionen p und y die ge- 
faltete Funktion 9Xxy zu gelten hat (J.v. Neumann, vgl. dies. Zbl. 9, 349). Es 
sei HC. g eine Untergruppe von g und Ry der Ring der fastperiodischen Funktionen 
auf h. Ein minimales Linksideal n von NR; definiert uns eine irreduzible Darstel- 
lung d von h. Es sei D eine irreduzible Darstellung von g und © das zu D ge- 
hörige zweiseitige Ideal von R,. Wir bezeichnen mit D(h) die Darstellung von h, 
die aus denjenigen Matrizen aus ® besteht, welche Elementen aus h zugeordnet 
sind. Wenn die Anzahl der zu d äquivalenten irreduziblen Bestandteile von D(h) 
etwa g ist, dann besteht auch die durch die &-Komponente © x des irreduzier- 
ten Linksideals R,xn definierte Darstellung von g aus genau g irreduziblen Be- 
standteilen, die äquivalent zu ® sind. Der Beweis verläuft ähnlich wie der von 
H. Weyl in „Gruppentheorie und Quantenmechanik“ für endliche Gruppen ge- 
führte. Maak (Hamburg). 

Turing, A. M.: Finite approximations to Lie groups. Ann. of Math., II.s. 39, 
105—111 (1938). 

Let @ be a group with an invariant metric D(x, y). A finite subset H, of @ is 
an e-approximation of @ if 1. every element of @ is within e distance of an element 
of H,, and 2. there is defined a group composition zO yin H, such that D(zO y, zy)<e. 
It is shown that if @ is a Lie group and has e-approximations for all e>0, then @ 
is compact and abelian. The proof is based ultimately on Jordan’s theorem on the 
existence of abelian subgroups of finite groups of matrices. Jacobson. 


Yösida, Kösaku: A theorem concerning the semi-simple Lie groups. Töhoku 
Math. J. 44, 81-84 (1937). 

Let L be any Lie algebra of matrices; by Lie’s second fundamental theorem, 
L is the infinitesimal algrabra of a group nucleus £. Let K be the Lie algebra of the 
topological closure of the group of products of elements of £; evidently XÄ>L. The 
author has shown elsewhere [Proc. Imp. Acad. Tokyo 5, 152 (1927)] that if Z is irredu- 
cible, then X = L. He now applies known representation theory to deduce the corollary, 
that if X is semi-simple, then X=[. Garrett Birkhoff (Cambridge, U. 8. A.). 

Neumann, J. v.: The uniqueness of Haar’s measure. Rec. math. Moscou, N. s. 
1, 721—734 (1936). 

The author had shown previously [Compositio Math. 1, 106—114 (1934); this 
Zbl. 8, 246] for compact separable groups that the right-invariant and the left-invariant 
Haar measures are unique (up to constant factors), that they are inverse-invariant, 
and that they coincide. Using different methods, he now proves that each of these 
measures is unique for locally compact separable groups, and shows by a well-known 
example that they need not coincide. A simple analytic relation between the two 
measures is given, and it is shown that inverse-invariance holds for either one if and 
only if they coincide (which they do for commutative And for compact groups). Finally, 
a classical procedure is used to show that the arbitrary choices and diagonal processes in 
Haar’s construction of the measures are actually non-arbitrary, as the sequences 
which occur there are convergent. I. Halperin (Cambridge, U. 8. A.). 


® Cartan, Elie: La th6orie des groupes finis et continus et la g6omötrie diff6rentielle 
traitees par la möthode du repere mobile. Redige par Jean Leray. (Cahiers seient. 
Publies par Gaston Julia. Fasc. 18.) Paris: Gauthier-Villars 1937. VI, 269 pag. et 6 fig. 
Fres. 115.—. 

Ausführlicher als im H. 194 der Actual. Scient. et Industr. 1935 (dies. Zbl. 10, 395) be- 
handelt Cartan hier mit Hilfe der „reperes mobiles‘ die Differentialgeometrie von Mannig- 
faltigkeiten (Mg.) in einem Raum R, dessen Geometrie im Sinne Kleins durch seine Automor- 
phismengruppe festgelegt ist. Frenets Formeln für die Kurven im dreidimensionalen eukli- 
dischen Raum Z, geben das Muster ab. Das Buch, aus 1931/32 gehaltenen Vorlesungen her- 
vorgegangen, enthält 1. eine Darstellung der Theorie der endlichen kontinuierlichen Lie-Gruppen 
in einer durch die differentialgeometrischen Anwendungen bestimmten: Terminologie, 2. eine 
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allgemeine Schilderung der Methode der reperes mobiles und 3. ihre Anwendung auf eine Reihe 
wichtiger Beispiele, nämlich Kurven, Regelflächen und allgemeine Flächen im reellen E,, 
Minimalkurven im kompiexen E,, Kurven in der affinen und projektiven Ebene. Im Vergleich 
zu l. und 3. ist das Zentralstück 2. sehr knapp gefaßt. Der begriffliche Aufbau tritt schärfer 
hervor, wenn man parametrisierte Mg. M, an Stelle der Mg. schlechthin setzt. Die zentrale 
Frage ist dann, wann zwei auf Parameter t,,...,t; bezogene Mg. gleich, d.i. zueinander 
automorph sind. An irgendeiner Stelle (4,,.. .,2;) von M;:;= z,(bı,. . .,t4) konstituieren die 
Werte der Raumkoordinaten x; und ihrer Derivierten bis zu einer gegebenen Ordnung 9 ein 
Kontaktelement p-ter Ordnung. Man löst sukzessive für p = 0,1,2,... die Frage, wann 
zwei gegebene Kontaktelemente p-ter Ordnung gleich sind. Dazu dient die reperage solcher 
Elemente. Ich übersetze repere mit Gerüst, da das sonst verwendete Wort Bezugssystem 
etwas schwerfällig ist. — Die Kleinsche Auffassung von Geometrie läßt sich axiomatisch 
so fassen. Zugrunde liegt eine abstrakte Gruppe @ und eine Realisierung derselben durch 
Transformationen eines Feldes Z& von (numerischen) Symbolen x. — a) Ein beliebiges Paar 
von Gerüsten f, j’ bestimmt ein Gruppenelement s = (f— f’), den Übergang von f zu f’; um- 
gekehrt geht jedes Gerüst f durch ein gegebenes Element s in ein eindeutig bestimmtes Gerüst f’ 
über. Der Hintereinanderausführung von Übergängen f — f’— f” entspricht die Komposition 
der Gruppenelemente. b) Jedes Gerüst f bestimmt eine eineindeutige Abbildung des Punkt- 
raumes R auf das Feld Z der Symbole x: A—x=(4,f). Bei Übergang zu einem neuen 
Gerüst f’ entsteht die neue Koordinate x’ = (A, f’) aus der alten x durch diejenige Trans- 
formation des Symbolfeldes, die dem Element s = (f— f’) in der gegebenen Realisierung ent- 
spricht. — Wenn f, f* zwei Gerüste sind, bestimmt die Gleichung (4, f) = (4*, f*) einen zu- 
gehörigen Automorphismus A — A*des Raumes. Gehen f, f* durch ein und dasselbe Gruppen- 
element £ in g, g9* über, so gilt dann offenbar auch (A, g) = (4*, g*). Die durch die Trans- 
formationen der Gruppe aus x hervorgehenden Symbole bilden die Faser ®=(z). Ein 
Punkt A gehört ihr an, wenn seine Koordinate x relativ zu irgendeinem und darum relativ 
zu jedem Gerüst in ® liegt. Bilden die Fasern eine m-dimensionale Mg. und sind k,,..., km 
Parameter, welche die verschiedenen Fasern voneinander zu unterscheiden gestatten, so bilden 
15 ++, 4m ein volles System von Punktinvarianten und lösen das zentrale Problem für Kon- 
taktelemente O-ter Ordnung. C. fordert, auf möglichst einfache Weise eine Mg. &, in & zu 
bestimmen, die jede Faser in einem einzigen Punkt x, schneidet; k,,...,%„ werden dann 
als Parameter auf &, eingeführt. — Für jeden Punkt x, auf &, bestimmen wir die Unter- 
gruppe G(x,) = @(k,,..., k„) der Elemente von G, die durch x, festlassende Transformationen 
realisiert sind. Wir nehmen an, daß @ eine r-parametrige Lie-Gruppe ist; ®,,..., ®, sei eine 
Basis für die Komponenten der infinitesimalen Elemente von G. Wir wählen eine Basis 
7; =Cı(k)wy +:--+c;,,(k) w, (Ben ao) 
für diejenigen Komponenten, deren Verschwinden die inf. Elemente von G(x,) kennzeichnet. 
Zu einem gegebenen Punkt A auf der Faser &(x,) definieren wir die Gerüste 0-ter Ordnung f 
durch die Gleichung (A, f) = &,- Die Übergänge zwischen ihnen bilden die Untergruppe @(x,). 
Auf der gegebenen parametrisierten Mg. M, betrachten wir den Punkt A = (t,) und das will- 
kürliche von ihm ausstrahlende Linienelement AA’, A’=(t„+ dt,). A, A’ mögen bzw. 
auf den Fasern &(x,), &(25) liegen mit den Werten k und = k-+ dk der Invarianten; 
f und f’ werden durch die Gleichungen eingeschränkt 
Adi, 2 (A,N-m- 
Zur vollständigen invarianten Kennzeichnung des Linienelementes gehört dann außer den 
Werten k und dk die Mg. aller Übergänge ös= (f— f’). Wir wählen f’ unendlich benachbart. 
zu f. Bei festem f greift die Variation von f’ die Komponenten x; des Übergangs ös nicht an, 
während sie den übrigen r — m Komponenten beliebige Werte zu verleihen vermag. Wird f 
gemäß einer Transformation aus @(x,) abgeändert, so erleiden die x, eine zugehörige (in- 
homogene) lineare Substitution. Durchläuft A’ eine ganze Umgebung von A auf M,, so 


erhalten wir dk, =k,dı +: + k,dh Ver m) 
und relativ zu irgendeinem Gerüst f O-ter Ordnung: 
;=b,dh +. + bi,dt,. Wen) 


Wenn wir die b;« als Koordinaten des Kontaktelementes 1. Ordnung relativ zu f einführen, 
erhalten wir einen Kleinschen Raum mit der Gruppe G(x,), die durch lineare Transformationen 
der Koordinaten b;„ von der besonderen Art 


7. Zu {0} 
b;a =>, OGkdka rt Ha 
k 


realisiert erscheint. Hierauf kann das obige Verfahren von neuem angewendet werden und 
liefert für das Kontaktelement 1. Ordnung ein System von Invarianten 1. Ordnung und die 
Auswahlder Gerüste 1. unter denen von 0. Ordnung. Für die Gleichheit zweier Kontaktelemente 
p-ter Ordnung ist notwendig und hinreichend die Übereinstimmung der Invarianten 0. Ordnung 
und ihrer Derivierten bis zur p-ten Ordnung, der Invarianten 1. Ordnung und ihrer Derivierten 
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bis zur Ordnung p— 1 usw. Das Verfahren der immer engeren Einschränkung des Gerüstes f 
und der Gruppe @ kommt notwendig nach einer endlichen Anzahl von Schritten zum Still- 
stand. — Eine geringfügige Komplikation tritt ein, wenn die Mg. M; nicht in einer festen 
Parametrisierung gegeben sind. So stellt der Autor das Problem. Zu der Willkür in der Wahl 
des Gerüstes f tritt dann die Willkür in der Wahl der Parameter ix. C. macht die letzteren 
abhängig von f in einer Weise, die, in den Beispielen einleuchtend, mir allgemein nicht völlig 
klar geworden ist; vielleicht wäre es doch ratsam, beide Einflüsse nicht von Anfang an mit- 
einander zu verschmelzen. H. Weyl (Princeton, N. J., USA.). 


Analysis. 


@ Courant, R.: Differential and integral ealeulus. Vol. 1. New edit. Glasgow: 
Blackie & Son 1937. XIV, 615 pag. 20/—. 


Golgb, St.: Sur une condition nöcessaire et suffisante pour P’existence d’une diffe- 
rentielle totale. Ann. Soc. Polon. math. 16, 31—40 (1938). 

Die folgende Bedingung ist hinreichend und notwendig für die Existenz der totalen 
Ableitung der Funktion /(z,, 23, ... %,)in (&1, a, - - - &n): Für beliebige Funktionen 9; (£) 
@=1,2,...n) mit 9;(0) = £,; und 9/(0) = 4; soll die zusammengesetzte Funktion 
Fi) = (pı(t), Pat), . - - 9n(t)) in t=0 differentiierbar sein und die Ableitung 

n 
F' (0) =. ah; 
i=1 
haben. Hierbei hängen die Konstanten a; nicht von den 9; ab. (Sie sind natürlich 
die partiellen Ableitungen erster Ordnung von f.) [Vgl. für eine andere Bedingung 
W. Wilkosz, Fundam. Math. 2, 140—144 (1920).] Rogosinski (Cambridge). 


Popoff, Kyrille: Sur une extension de la notion de derivee. C. R. Acad. Sci., Paris 
206, 1440—1442 (1938). 

Verf. empfiehlt für gewisse Zwecke die folgende Definition der Ableitung einer 
Funktion y= f(x). D(u, &) = |wcos& + (f{x + u) — f(x)) sin&| bezeichne den Ab- 
stand des Punktes («+ u, f(x + u)) von der Geraden der Richtung & durch den 

u 


Punkt (x, f(z)). Für festes v-+ 0 hat dann S= [ D!:(u) du zwei Extreme &, und &,, 
ö 


tg, 'tg&, = —1. Schließlich lasse man uw gegen O0 gehen. Wenn f(x) existiert, 
streben dann tg«&, und tga, bzw. zu f(x) und — Fa Aber diese Grenzwerte können 
auch ohne die Existenz von f’(z) vorhanden sein. Beispiel: f(x) = zsin (=) für 


z=#0, f(0)=0. f’(0) existiert nicht, aber die obigen Grenzwerte sind 0 und . 
Rogosinski (Cambridge). 
Gorny, Ayzyk: Sur les maxima des modules d’une fonetion et de ses dörivees. C. R. 
Acad. Sci., Paris 206, 1245—1247 (1938). 
L’A. d&montre le theor&me interessant que voiei: Si f(x) est definie sur tout 
6 


k 
Yaxe reeletsi |f(2)| < M,, | (z)] < M„, ona, pour O< k<n, | (a)]<cM} "Mr, 
IN . . . . n 
oü c est une constante numerique. Cette inegalite lui permet de tirer plusieurs con- 


clusions: 1° Il donne une condition necessaire et suffisante pour que deux classes Oyn,} 
et Opa} de fonctions definies sur tout P’axe soient &quivalentes. 2° Il d&montre que 
le produit de deux fonctions d’une telle classe appartient encore & la classe. 
Mandelbrojt (Clermont-Ferrand). 
Veen, $. €. van: Über Grenzwerte von uneigentliehen Integralen, die einen Parameter 


enthalten. Mathematica, Zutphen B5, 130—146; 6, 4—13, 69-80 (1937); 154—164, 
7, 10—16 (1938) [Holländisch]. 
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Losada y Puga, Cristobäl de: Über die Einhüllenden einer von einem Parameter ab- 
hängenden Familie ebener Kurven und über die singulären Lösungen von Differential- 
gleiehungen 1. Ordnung. Rev. Ci. Lima 40, Nr 423, 31—60 (1938) [Spanisch]. 

Verf. bemängelt die Behandlung des Enveloppenproblems F (2, y,c)=0 in den 
Lehrbüchern, bes. wenn F nicht eindeutige Funktion von z, y ist, und zeigt an dem 


Beispiel der Parabelschar y„+c=cx-+ x, daß auch hier sehr wohl eine Enveloppe 
existieren kann, nämlich die Gerade y = 0, die die Gebiete, durch die 2 Kurven der 
Schar gehen, von denen trennt, durch die keine geht. Auf diese Weise werden noch 
weitere Beispiele behandelt, in denen c bis zum 3. Grade oder in einfacher Weise 
transzendent auftritt, und bes. auf die hierdurch gegebene Gebietseinteilung der 
Ebene eingegangen. Eine ähnliche Behandlungsweise für das damit eng zusammen- 
hängende Problem der singulären Lösungen der Differentialgleichung F(z, y, p) = 0 
wird zum Schluß kurz berührt. Burau (Hamburg). 

Fabian, W.: Lebesgue complex integration. Philos. Mag., VII. s. 25, 318—320 
(1938). 

Fabian, W.: Lebesgue complex integration and generalized differentiation. Philos. 


Mag., VII. s. 25, 807—810 (1938). 
We shall establish here further theorems on this subject (see this Zbl. 15, 108, 


206; 17, 301). Auszug. 
Montel, Paul: Sur une &quation fonetionnelle.. Mathematica, Cluj 18, 5—15 
(1937). 


Sierpihski, W.: Remarque sur une €quation fonetionnelle. (Solution d’un proklöme 
de Paul Montel.) Mathematica, Cluj 13, 270—271 (1937). 
Montel deals with the determination of a function f(x) such that 


kr) +1) + +) ) 
holds for m=1,2,3,.... The only integrable solution for which f(x +1) — f(x) 


is continuous at z=(), is of the form 
A log |2 sinn] + B[x] + C(z — 1/2), 
where A, B, C are constants. He considers also the problem of determining f(x) such 


that (*) holds only for a certain sequence of m-values. — Sierpihski gives simple 
examples for non integrable and for non L-measurable solutions of (*). In the latter- 
case the axiom of choice is used. @. Szegö (St. Louis, Mo.). 


Barna, Bela: Zur elementaren Theorie des arithmetisch-geometrischen Mittels. 
J. reine angew. Math. 178, 129—134 (1938). 

The author gives a slightly more elementary approach to the main theorem on 
the arithmetic-geometric mean than David did [J. reine angew. Math. 159 (1928)]. 
He avoids the use of Legendre’s differential equation and the theory of Ö-series. 

@. Szegö (St. Louis, Mo.). 

Azevedo do Amaral, Ignacio M.: Sur une elasse d’&quations it&ratives. Ann. Acad. 
Brasil. Sci. 9, 331—391 (1937). 

The paper considers (a) the iteration of functions X,, X, = X,(X,) and so on, 
and (b) the iteration of operations on function: A,(y); As(y) = A,(Aı(y)) and so on 
and their combination giving rise to (1) iterative equations F(a, X a) =, 
(2) operational equations F(z, y, A(y)...An(y)) = 0, and (3) iterative operational 
equations F(2,X,... X, AıXı:.. Ar dp... ArAı..- AL,)=0. The conside- 
rations are purely formal. If for every p, X, = 9o(%, X, ..: X,-,) then for every 


n 
p>r, X, is expressible in terms of %,X,,... X,-ı. The special case X,, =2L: DER 


is considered more in detail. In the operational situation, two operations A}, Bı distri- 
butive relative to addition and subtraction, commutative relative to each other 
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and B, such that B(XY)=XB,Y+ YB,X are postulated. Formulas relating to 
4A,X, = X, — BıX,-ı are considered especially ei B, the derivative. Considerable 


space is devoted to the operational equation A„Y -% X;An-iY + Änzı, based on the 


idea that such an equation defines A, in terms of RR . An_ı and consequently leads 

to a formal system of equations involving A,)...A„-ı only. Applied to differential 

equations this gives well known cases in Ahioh, formal solutions are possible. 
Hildebrandt (Ann Arbor). 


Approximation von Funktionen, Orthogonalentwicklungen: 
Delange, Hubert: Sur certaines eategories de series de polynomes. C. R. Acad. 
Sci., Paris a 641—642 (1938). 
\ Bi {Pn(@) = 2" + ---} be a sequence of polynomials having their zeros in the 
interior of a curve Ü. The convergence domain of Da, P„(2) is a curve ]} containing Ü 


which depends on the quantity lim supY la, |. The set of all possible curves /' (for 
all possible a,) is a family of the form F(z, y) = const if and only if n-!log|P,(2)| 
tends to a limit when z is in the exterior of ©. The case in which all the zeros of P,(z) 
lie on a preassigned segment, is especially investigated. @. Szegö (St. Louis, Mo.). 
Sidon, $.: Nachtrag zu meiner Arbeit „Über unvollständige Orthogonalsysteme“, 
Compositio Mathematica 4 (1937), S. 373—-379. Compositio Math. 5, 433—434 (1938). 
Solution of a problem left open in the paper reviewed in this Zbl. 16, 300. 
A. Zygmund (Wilno). 
Dieudonng, J.: Sur P’approximation en moyenne par les polynomes trigonomeötriques. 
J. Math. pures appl., IX.s. 17, 203—211 (1938). 
Soit u une mesure de Radon definie pour une famille des sous ensembles d’en- 
semble Z contenu dans l’espace numerique & n dimensions. Soit ZP(E,u)(p>]1) 
l’espace de fonctions verifiant la condition 


ran =. 


On appelle deux points congrus lorsqu’ils se deduisent !’un de l’autre par une trans- 
lation dont les composants sont les entiers. L’auteur demontre le theoreme suivant: 
pour que la famille des polynomes trigonometriques de la forme 


Die an; MaXa + "+ Mann) 


soit partout dense dans ZP(E, u) il faut et il suffit que l’on ait 
E —— E, E= E, 
oü E, ne contienne aucun couple de points congrus et que uE,=0. Marcinkiewiez. 


Brun, Viggo: Eine aus der Simpsonschen Regel abgeleitete Summenformel. Norske 
Vid. Selsk., Forh. 11, Nr 1, 1—3 (1938). 


A slight modification of Simpson’s rule furnishes 
At 


rm + Himeijtade+i/ile) da +3) - 0) + m) — in +N}. 
1 


The question is raised to find bounds for the remainder. The error is calculated in 
certain numerical cases. @. Szegö (St. Louis, Mo.). 


Leja, F.: Sur eertaines propriet&s de la formule d’interpolation de Lagrange. Ann. 
Soc. Polon. math. 16, 112—125 (Ease) 


Bolt: H(Ayr.&n er see LT ee len) Ol een 


designent n +1 points differents Se intervalle fixe (a,b), 9 (z, &,,&,...&,) est 
un polynome d’ordre n egale & un pour x = £, et @gale & zero dans les autre point &;, 
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A est un nombre reel et f(x) designe une fonction continue. Posons 
1 > 
Ina, 4) = —IgminH(A,2,&,&ı,...,&) 


oü minimum est prise pour tous possibles points &,, &1,...&,€ (a,b). L’auteur de- 
montre le suivant: I. La suite /„(z, A) converge pour tout & et tout A reel vers une 
fonction p(z, A). @(z,0) est &gale & la fonction de Green du domaine infini exterieur 
au segment (a,b). II. (2,4) =0O(A) lorsque A>0, zE (a,b). II. I Y(z, A) tend 
vers une limite infinie lorsque x non &(a, b) et A tend vers zero par des valeurs d’un 
signe fixe. Marcinkiewiez (Wilno). 
Spezielle Funktionen: 


Lagrange, Rene: Sur une famille de polynömes et certains d&veloppements de la 
fonetion 2" e*. Acta math. 69, 1—19 (1938). 


The following remarkable expansion into a factorial series is derived: 


> = (ey) .<Q N 07 (a) 
DENIED near) > GEHN. Wr Fo 


v=1 
The left side is closely related to the incomplete Euler function of the second kind. 
Here m is not a negative integer, A2>0, Ry>0, je — 1|>1. Moreover 


ara) = or—1ogt) = (rn (Zr) dogı)". 


@. Szegö (St. Louis, Mo.). 

Szegö, Gäbor: On the sum of ultraspherical polynomials. Mat. fiz. Lap. 45, 36—38 
(1938) [Ungarisch]. 

Fejer proved (see this Zbl. 3, 352) the positivity of the sums 

Pol) + PP) +: + Pro), 

provided —1<2<+1and 0<A<H$; here the ultraspherical polynomials P% (x) 
are defined as the coefficients of the expansion of (1 — 2x2 + 22)-*. The present 
paper deals with the case —1 <A << 0 with the result that the minimum of the sum 
in question n -l<r=<-+l1 is attained fr = +1; it is positive or negative, 
according t0 —4I<A<0,or -1</I<—}. Autoreferat. 

Gheorghiu, Gh. Th.: Sur les fonetions generatrices des polynomes de Laguerre 
generalises. Bull. Math. Phys. Ecole polytechn. Bucarest 8, 176—178 (1937). 

Let {L”(x)} be Laguerre polynomials. For the general generating function 


2(8, 2) =D 8" c,L%(z) 
n=0 


where {c„} is an arbitrary sequence, a differential equation is derived, and the ex- 
pansion in terms of =” is discussed. The well-known generating functions as special 
cases are indicated. G. Szegö (St. Louis, Mo.). 
Koschmieder, Lothar: Ein Ausdruck, der die Hermiteschen Polynome der Ebene 
und die zu ihnen biorthogonalen auf einmal erzeugt, Math. Z. 43, 783—792 (1938). 
The author investigated recently (Math. Z. 43, 248; this Zbl. 17, 350) certain 
series involving the Hermite polynomials H„n(2, y) in two dimensions and another 
system G,n(2, y) characterized by an orthogonality condition. In the present paper 


. m 1” 
the series a ar y Gnn(E, YyHnalX,Y) 


m,n=(0,1,2,... 
is caleulated in terms of elementary functions; here s and t are real, and (s, £) is re- 
stricted to a domain containing the origine and bounded by four arcs of hyperbolas. 
Some integral formulas involving the polynomials @,„„(%, y) and H„n(z, y) are also 
discussed. @G. Szegö (St. Louis, Mo.). 
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Sharma, J. L.: An integral equation for Whittaker’s eonfluent hypergeometrie 
funetions. J. London Math. Soc. 13, 117—119 (1938). 
Verf. leitet für die Funktion z2-!W, „(2) die folgende Integralgleichung ab 


TU — 2% K 22-1 
z-1W, m (2) en LEE ER ern EI z"1W,,m(x) da 
0 


(argz| <a, Rd t+m—k)>0). 
Dieses Resultat wird angewendet auf die parabolische Zylinderfunktion 
D,() = #r+t273W,,44,-4(322) 
und auf die Batemansche Funktion 
kan(e) = wi n) Wn,3(22). 0,8. Mexjer (Groningen). 
Meijer, €. S.: Note über das Mx,m(2) M_r,m(2). Akad. Wetensch. 


Amsterd., Proc. 41, 275277 (1938). 
Durch gliedweise er wird gezeigt 


zT?(1 + 2m) 2kt 
er FE |Tateschte sechidt = 
rs 3+m+k,3+m—k, 24 
item, F, er ae Mae) 
Ratmtk)>0. 
Speziallfall: k = 0 u 
1 
2Ee)= DERIZTET ES) za = bh. (22 sech!) a! I2,(22 cosp)dp. 


Rr)>— ? 
[C. Neumann, Besselsche Funktionen 8. 70 (1867)]. Weiter wird gezeigt: 


I2,(ee2) + Pr) wel + Dee} = 


dnzı 22 22 
Bere euere 
2sinnn ea 22 
= — — fon 5 sechtein+ Dt sechtedt. 
nü ni ES, Bi ren) 
Ip, (ee?) —D Br 2) ID...&e :)_D —_ ze 2) ir 
16r2 1 


Se = 


\ 


w|S 


+00 
a 2 
art sinh (5 sech ‘) en +BDtgechttdt. 


=D 
0 —2 <R(n) <1. 
8. CO. van Veen (Dordrecht, Holl.). 
Erdelyi, A.: The Hankel transform of a produet of Whittaker’s funetions.  J. London 
Math. Soc. 13, 146—154 (1938). 
It is proved that 


era) Lie) = | Jar sl2Yayter yie+HA LI yLR(yay 
6 
where R(ax +) >—1. When $= x, this reduces to a result given previously by 


ee 
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Watson (this Zbl. 15, 161). The corresponding result for the product of two Laguerre 
polynomials of different degrees is also given. Further results of a similar nature are 
given, in which the integrand involves a product of Whittaker functions instead of 
a product of Laguerre polynomials. For example, it is shown that 


[mtes erden), 
0 


yI(l +20 2d) 
—_ Wera,ss(&) Mema,.-,(%) 
xzI(1l-+2c— 2b) 

where R(b) <$, R()>—4, R(ce—d) >}, and several particular cases are given. 
Further particular cases are noted in which the Whittaker functions are expressible 
in terms of parabolic eylinder functions or Bessel functions. W.N. Bailey. 

Bailey, W. N.: Self-reeiprocal funetions involving confluent hypergeometrie functions. 
J. London Math. Soc. 13, 111—112 (1938). 

Die Funktionen 
ztie®D_,_sa) (Ro)>—|) und te D_,(.) (R)>—H) 
sind nach Varma (dies. Zbl. 15, 162) selbstreziprok für die Hankelsche Transformation 
der Ordnung » [D,„(z) bezeichnet die parabolische Zylinderfunktion]. Für ganze posi- 
tive Werte von n ist die Funktion z*-te-2="D,,(x) nach Mitra (dies. Zbl. 17, 256) 
selbstreziprok oder schiefreziprok für die Hankelsche Transformation der Ordnung n— 1, 
je nachdem n gerade oder ungerade ist; ferner @*"te-3”"D,„_ı(x) selbstreziprok 
oder schiefreziprok für die Transformation der Ordnung n, je nachdem n ungerade oder 
gerade ist. — Verf. hat früher [J. London Math. Soc. 5, 258—265 (1930)] bewiesen, daß 


a 2m+r-tet!W,,_,_4,m (322) (1) 
(Wr;,m(2) ist die Whittakersche Funktion) und 
artterte, P(—n; 1+43v»— 3; 322) (2) 


unter gewissen Voraussetzungen selbstreziproke oder schiefreziproke Funktionen sind. 
Er zeigt jetzt, daß die Varmaschen Funktionen Spezialfälle von (1), die Mitraschen 
hingegen Spezialfälle von (2) sind. 0. 8. Meijer (Groningen). 

Rice, S. O.: Van Uven’s theorem in probability theory and a self-reeiprocal Hankel 
transform. Quart. J. Math., Oxford Ser. 9, 1—4 (1938). 

The author gives a slightly modified form of a theorem of van Uven on pro- 
babilities [Proc. Wetensch. Amsterdam 16, 1124 (1914)]. Moreover he obtains the 
following formula suggested by dealing with the theorem mentioned: 


[Je»(a t) ed® LI, (ct?)tdt= a! fV2e-’I,(ch). 

0 
Here f = a2/4(b? — c?), R(b)>0, R(b) > R(e), Riv) > —1/2. @. Szegö. 
Differentialgleichungen, allgemeine Theorie: 


Charpentier, Marie: Sur les points de Peano de certains syst&mes d’öquations diff- 
rentielles. C. R. Acad. Sci., Paris 206, 1347—1349 (1938). 

Wird über die rechten Seiten des Differentialgleichungssystems 

y (x) = f(z, Y; 2), a) —= g(z, Y; 2) 

nur vorausgesetzt, daß sie stetig sind, so kann durch einen gegebenen Punkt P be- 
kanntlich mehr als eine Integralkurve gehen. P bleibt weiterhin fest. Es sei 7 die 
Menge der durch P gehenden Integralkurven, T; der Durchschnitt von H mit einer 
Ebene x = £&, F: der Rand von T;. Nach H. Kneser ist jedes 7, ein Kontinuum. 
Verf. kündigt u.a. folgende weiteren Eigenschaften an: T, hängt stetig von x ab. 
F, ist nach rechts stetig; nach links halbstetig nach unten; sowie stetig überhaupt, 
abgesehen von höchstens abzählbar vielen Punkten z. Weiter wird eine hinreichende 
Bedingung dafür angegeben, daß eine Integralkurve, von der ein Stück dem Rand 
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von H angehört, sich nicht durch eine Randkurve fortsetzen läßt, und es werden Eigen- 
schaften der Löcher, d. h. der von Integralkurven freien Gebiete angegeben. Kamke. 

Hadamard, J.: Remarque sur l’integration approchee des &quations differentielles. 
Ann. Soc. Polon. math. 16, 126 (1938). 

Verf. bemerkt, daß das erste Ergebnis von Zaremba (Bull. Acad. Polon., s. A 
1936, 528ff.; dies. Zbl. 16, 254) über den Begriff „integrale approchee a e pres de 
l’&quation y’ = f(x, y)“ von van der Lijn sich auch aus einem Satz von Lusin 
herleiten läßt. Kamke (Tübingen). 

Wazewski, T.: Sur Pappr&eiation des int6grales des syst&mes d’öquations differen- 
tielles ordinaires et de leur domaine d’existence dans le cas des variables complexes. 
Ann. Soc. Polon. math. 16, 97—111 (1938). 

Mit o,, w, bezeichnet Verf. Funktionen folgender Art: o,(t, 4, ,..., %) #=1,...,n) 
sind stetig und >0O in dem Bereich 


0zst<s, we0 velL'e,n) 
jedes o, ist eine monoton wachsende Funktion in bezug auf jede der Variablen u, +u,; 
= Oli, kıser sin) v=1,...,%) 

ist das Maximalintegral des Systems 
N) = 0,6 %,..5,%,) (a BR) 


mit den Anfangswerten u, = k, an der Stelle £ = 0, und dieses Integral soll für O<t<s 
existieren. — Es seien nun die Funktionen f,(z, Yı, - - -, 4n) der komplexen Variablen 
%, Yıs-- :» Yn regulär in dem Gebiet 

2— <a, |„— y]<b (a ee N je 
und für Funktionen o, der obigen Art sei 
I(& Y15 - - -» Yu) =o,(2— 2»), |%ı = Al; ... |yn — Y)- 
Yı = 9ılD), - - - Yn = Pn(?) (1) 

ve, Yen Yu) v=l,..,n 
und ist für gewisse Konstante k,,..., An 
|9, (2°) Zu Y <k, = b,, 

so existiert die Lösung (1) und ist regulär in dem Kreis 

|x— 2°| < Min(a, s, t,,.. ., in), 
wo s die am Anfang eingeführte Zahl und {, die kleinste positive Lösung der Gleichung 

le 

ist (,= + 00, wenn es keine positive Lösung gibt). Weiter wird eine Abschätzung 
für 9, und für die Differenz der Lösungen von benachbarten Differentialgleichungen 
hergeleitet. Kamke (Tübingen). 

Wazewski, T.: Sur les int&grales premitres des &quations diff6rentielles ordinaires. 
Ann. Soc. Polon. math. 16, 145—161 (1938). 

In der offenen Menge 2 des z,,...,2&„-Raumes seien die A,(2,,...,2,) mit 
stetigem partiellen Ableitungen erster Ordnung versehen. Für die partielle Differential- 
gleichung n 5 

z 
44, 7,0 (1) 
vl 

ist z. Z. die folgende Frage noch offen: Welches sind die notwendigen und hinreichenden 
Bedingungen dafür, daß die Gleichung (1) bei einem einfach zusammenhängenden 2 
in jeder offenen Teilmenge » ein Hauptsystem von Integralen besitzt? Verf. berichtet 
über das, was man über diese Frage bisher weiß, fügt ein weiteres Beispiel zur Orien- 
tierung hinzu und leitet einige notwendige Bedingungen her. Er vermutet bei be- 
schränktem 2 als notwendige und hinreichende Bedingung, daß für jede total in 2 
enthaltene offene Menge w jede Halbcharakteristik (relativ zu ®) an den Rand von » 
herankommen muß. Kamke (Tübingen). 


Ist 
eine Lösung des Systems 
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Pitcher, Everett, and W. E. Sewell: Existence theorems for solutions of differential 
equations of non-integral order. Bull. Amer. Math. Soc. 44, 100—107 (1938). 

An existence theorem for the “differential equation” D£y— Ö(z, y) is obtained 
where Dz stands for the Riemann-Liouville generalized derivative of order &; the 
function ® is bounded in a region R and as a function of y, it satisfies a Lipschitz 
condition of order &. Moreover 0O<&<1. There is a unique solution y = y(z) 
satisfying the condition y(a) = b where (a, b) is given in R and x is restricted to a 
neighborhood of 2=.a. This theorem in the “small” is completed by a theorem in 
the “large’”’ in the usual way. The case & >1 is also considered. @. Szegö. 


Fischer, Helmut Joaehim: Der Verlauf von Integralkurven einer Differential- 
gleiehung erster Ordnung in der Umgebung eines vorgegebenen Punktes. Gestaltliche 
Verhältnisse der Krümmungslinien in der Nachbarschaft eines Kreispunktes. Deutsche 
Math. 3, 152—188 (1938). 

Im ersten Teil entwickelt Verf. eine Methode zur Untersuchung des Verlaufs der 
Kurven r =r{tf), v=v(t), die der Differentialgleichung 

Ar’? + Bır !’+COrV?=0 
genügen. Dabei sind A, B, C gegebene stetige Funktionen von r undv für 0 <&r<R, 
— 00<9v< +, die in bezug auf v periodisch mit einer Periode 2x sind und für die 
A(0,v) = —0(0,0), BB-440>8>0 
gilt; A(0, v) soll ferner eine Lipschitzbedingung erfüllen. 7, v werden als Polarkoordi- 
naten in einer r,v-Ebene gedeutet, und es handelt sich um den Verlauf der Integral- 
kurven in der Nähe des Nullpunkts. Die Methode des Verf. beruht darauf, daß die 
obige Differentialgleichung durch die Näherungsgleichung 
4,r? + Bırrv” + Cor?vV? = 0 
ersetzt wird, in der A, = 4(0,v), B, = B(0, v), C,= C(0,v) und daher A, = — (0, 
ist. Die Integralkurven dieser Differentialgleichung bilden ein Netz von Orthogonal- 
kurven. Einige der für den zweiten Teil wichtigen Fälle werden erörtert. Im zweiten 
Teil werden diese Untersuchungen benutzt, um Aussagen über den Verlauf zu erhalten, 
den die Krümmungslinien einer Fläche in der Umgebung eines Kreispunktes haben 
können. Von den Ergebnissen sei erwähnt, daß die Krümmungslinien sich spiralig 
um den Kreispunkt herumwinden können, z.B. bei der in Zylinderkoordinaten ge- 


gebenen Fläche z—= rA(24 48cos2v +6sin 4»). 
Die Darstellung wirkt mehrfach etwas unbeholfen, z. B. etwa dort, wo die Differential- 
gleichung zweiten Grades in solche ersten Grades aufgespalten wird. Kamke. 


@® Gentile, Giovanni: Sulla stabilitä degli integrali delle equazioni differenziali. 
Roma: R. Pioda 1937. 72 pag. 


@ Fayet, Joseph: Invariants de quelques &quations differentielles et röduetion de 
celles-ei & des &quations ä coeffieients constants. Paris: Gauthier-Villars 1937. 34 pag. 
Fres. 25.—. 

Lee, Hwa-Chung: Sur les transformations des congruences hamiltoniennes. C. R. 
Acad. Sci., Paris 206, 1431—1433 (1938). 

Soit H(z*, t) une fonction arbitraire des variables z*, t et designons par &%P, e,,g 
(«,ß=1,...,2n) les elements des deux matrices suivantes 


EH)-(CH) 


0, 1 etant respectivement la matrice nulle et la matrice unite d’ordre n. La congruence 
d’Hamilton correspondante est alors definie par l’&quation (1) da*/dt = e*F OHJO A. 
Si une transformation non singuliere 2* = x*(z*, t) laisse la forme de l’&quation (1) 
invariante, on a &x g 02” da“. Oaf|Ox® = Ce,g, C &tant une constante arbitraire; 


20* 
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la quantite &,g (et aussi &*f) se comporte, par consequent, & un facteur constant 
arbitraire pres, comme un tenseur. O. Boruvka (Brno). 

Piaggio, H. T. H.: Sub-groups of integrals of linear differential equations. Töhoku 
Math. J. 44, 170—174 (1937). 4 
General proof of a theorem given by Forsyth in his Theory of Differential 
Equations, v. 4, p. 6672 (edition of 1902) for the case n = 4. Janczewski. 

Gröbner, Wolfgang: Über das Macaulaysehe inverse System und dessen Bedeutung 
für die Theorie der linearen Differentialgleiehungen mit konstanten Koeffizienten. 
Abh. math. Semin. Hansische Univ. 12, 127—132 (1938). 

The author points out the connection between Macaulay’s inverse system [Modern 
algebra and polynomial ideals (see this Zbl. 8, 291)] and the integral system of linear 
homogeneous differential equations with constant coefficients. Raudenbush. 

Ritt, 3. F.: On eertain points in the theory of algebraie differential equations. Amer. 
J. Math. 60, 1—43 (1938). 

Particular applications and extensions of the theory of algebraic differential 
equations due to the author are given in this paper: 1. Every essential irreducible 
manifold of a single non-zero form in n unknows has n — 1 arbitrary unknowns (and 
not fewer as might be conjectured possible). 2. Let Aand B be non-zero forms in %1,..., %n 
such that A has every solution of (i. e., holds) B. Then the form A, consisting of the 
sum of terms of A of lowest degree (considering A as a polynomial in the y; and their 
derivatives) holds the form B, similarly obtained from B. A similar result holds for 
the terms of highest degree. 3. An essential manifold consisting of the single solution 
y=0,i=],...,n, exists for the system of n forms yPi + F,i=1,...,n, provided 
the F; either are identically zero or consist of terms each of which is of higher total 
degree than p; in the unknowns and their derivatives. 4. A stronger approximation 
theorem is given in which the roots of any preassigned positive integral index of the 
first m + 1 coefficients are less than a preassigned quantity. An application of this 
theorem is given. 5. After a general result on forms in several unknowns, a complete 
theory is given for single equations of first order in two unknowns. Raudenbush. 

MeEwen, W. H.: A note on an extension of Bernstein’s theorem. Amer. J. Math. 60, 
309—319 (1938). 

Complements au memoire cite ce Zbl. 16, 255. Conditions supplementaires pour 
que les r&sultats prec&dents soient valables dans tout l’intervalle (a, b). Janczewski. 

Camp, Chester C.: On multiparameter expansions assoeiated with a differential 
system and auxiliary conditions at several points in each variable. Amer. J. Math. 60, 
447—452 (1938). 

Es handelt sich um Entwicklungen von Funktionen f(&,,...,2,) in Reihen, die 
nach Residuen von Greenschen Funktionen fortschreiten (oder um Darstellungen durch 
mehrfache Integrale über solche Residuen). Die Greenschen Funktionen sind dabei 
solche, die zu einem linearen Differentialgleichungssystem 


X; 3 [Frau] &, =0 ( a Be p) 
und Nebenbedingungen == 
Xz(a,) + 2 8z(a,) + +9, X,(b,) = 0 
j=1,...,p) gehören. Da die vorkommenden Bezeichnungen nicht genügend erklärt 


sind und vieles nur skizziert ist, ist für den Ref. manches dunkel geblieben. Kamke. 

Erdelyi, Artur: Bemerkungen zur Integration der Mathieuschen Differential- 
gleiehung dureh Laplacesche Integrale. Compositio Math. 5, 435—441 (1938). 

Die Mathieusche Differentialgleichung wird durch Einführung einer neuen un- 
abhängigen Veränderlichen, welche eine Exponentialfunktion der ursprünglichen un- 
abhängigen Veränderlichen ist, auf eine algebraische Form gebracht, wobei die Stellen 0 
und oo Stellen der Unbestimmtheit vom Range 1 sind. Für die Lösung dieser Diffe- 
rentialgleichung wird nach Horn ein unendlicher Integralausdruck angesetzt, dessen 
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Integrand das Produkt einer Funktion V und einer Exponentialfunktion ist. Für die 
Funktion V gilt eine Volterrasche Integralgleichung. Die Lösung dieser Volterraschen 
Integralgleichung wird in der Umgebung der singulären Stelle in einer Potenzreihe 
entwickelt. Für die Koeffizienten dieser Potenzreihe wird eine Rekursionsformel an- 
gegeben. Der unendliche Integralausdruck wird für verschiedene Integrationswege in 
der komplexen Ebene diskutiert, wobei Integrale der Mathieuschen Differentialgleichung 
mit verschiedenen Eigenschaften entstehen. Insbesondere geht Verf. auf die Lösungen 
dritter Art dieser Gleichungen. welche ein Analogon zu den Hankelschen Funktionen 
bilden, ein. M.J.O. Strutt (Eindhoven). 


Differential- und Integralgleichungen der mathematischen Physik, Potentialtheorie: 


Novikoff, P.: Sur le problöme inverse du potentiel. ©. R. Acad. Sci. URSS, N. s. 
18, 165—168 (1938). 

Das Umkehrproblem der Potentialtheorie läßt im allgemeinen keine eindeutige 
Lösung zu. In einem Theorem werden infolgedessen einige hinreichende Bedingungen 
zur eindeutigen Lösung des Problems zusammengefaßt. Ein ähnliches Theorem gilt 
für das ebene Problem, also das logarithmische Potential, wofür der Nachweis bei 
Voraussetzung einer homogenen Massenverteilung besonders einfach ist. Hopfner., 

Nieoleseo, Miron: Fonetions harmoniques born&es dans un demi-plan ou dans un 
angle. Bull. Math. Soc. Roum. Sci. 39, 19—42 (1937). 

Mit Hilfe eines Spiegelungsverfahrens konstruiert Verf. die (eindeutig bestimmte) 
harmonische Funktion, die im Innern eines mit x kommensurablen Winkelraumes 
beschränkt ist und auf den Schenkeln mit Ausnahme evtl. des Scheitelpunktes vor- 
gegebene stetige Randwerte annimmt. — Unter dem Mittelwert von /(z) auf der 


B4 
positiven Achse werde der (von x, unabhängige) Grenzwert von [ x) da/(X — %,) 


%o 

für X— oo verstanden, sofern er existiert. Es sei dann v(z, y) entweder in y>0O 
oder in 2>0, y>0 beschränkt und harmonisch und habe stetige Randwerte der- 
art, daß die Mittelwerte über den begrenzenden Halbachsen existieren. Ist dann g 
eine im Definitionsbereich liegende Halbgerade, die mit der positiven x-Achse den 
Winkel @ bildet, so folgt aus der Lösungsformel unschwer, daß auch der Mittelwert 
von u über g existiert und eine lineare Funktion von ® ist (welche somit durch die 
Randwerte bestimmt wird). Im Falle der Halbebene existiert somit insbesondere der 
(übliche) Mittelwert über jede Parallele zur x-Achse und ist konstant. WW. Feller. 

Lowan, A. N.: On the operational determination of two dimensional Green’s fune- 
tions in the theory of heat conduetion. Bull. Amer. Math. Soc. 44, 125—133 (1938). 

To determine the Green’s function for an infinite cylinder the author starts with 
the Fourier series for the Laplace transform of the solution for a line source. The eo- 
efficient is an integral of Hankel’s type which is evaluated by a consideration ef the 
integral from —oo to +00 of ada J„(ar)H}(ar,)/(a? — gq?) and of a contour integral 
with the same integrand. — A supplementary solution is then found and the final 
expression for the Green’s function takes the form of a Fourier series whose n-th co- 
efficient is a series of Bessel functions summed over the roots of gJ;, (ag) + hJ„(ag)=0. 
— The case of a solid bounded internally by a cylinder is next considered and the 
solution is obtained in the form of a Fourier series in which the n-th coefficient is an 
integral involving the function U„(a«&) which is the value when 2=a« of &(d/dz)H} (2) 
+ hJ,(z). It is proved that there are no zeros of U„(a«) in the interior of the contour C 
used in both parts of. this paper. H. Bateman (Pasadena). 

Pipes, Louis A.: Matrix-operational methods in mechanical vibrations. J. Franklin 
Inst. 225, 343—349 (1938). | 

This paper explains in detail the application of the Laplace transformation to 
the problem of solving a system of ordinary, linear differential equations with con- 
stant coefficients. A numerical illustrative example isgiven. Murnaghan (Baltimore). 
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Sommerfeld, A., und H. Welker: Künstliehe Grenzbedingungen beim Keplerproblem. 
Ann. Physik, V. F. 38, 56—65 (1938). 

Statt mit den natürlichen Randbedingungen von Schrödinger wird der Grund- 
zustand des Wasserstoffatoms mit der künstlichen Randbedingung y=0 für r=r, 
behandelt, die man sich durch einen an der Stelle r = r, gelegenen, unendlich hohen 
und unendlich steilen Potentialwall erzwungen denken kann. Die Eigenfunktion wird 
durch eine konfluente, nicht abbrechende hypergeometrische Reihe gegeben, die Energie 
wird als Funktion von r, dargestellt. Das Elektron ist an den Kern gebunden (W<0) 
für r, > 1,835 a (a = Wasserstoffradius); für r, < 1,835 a ist die Kernbindung durch 
die Wirkung des Potentialwalles aufgehoben (W >0). Für die Umgebung der Stelle 
W=0 werden Eigenfunktion und Eigenwert durch Besselsche Funktionen appro- 
zimiert. Autoreferat. 

Halpern, O., R. Lueneburg and 0. Clark: On multiple seattering of neutrons. I. 
Theory of the albedo of a plane boundary. Phys. Rev., II. s. 53, 173—183 (1938). 

Die Arbeit enthält eine strenge Lösung des folgenden Probleme: Auf die plane 
Oberfläche eines plattenförmigen Körpers (Paraffin) fallen Neutronen mit einheitlicher 
Geschwindigkeit v, aber beliebiger Richtungsverteilung, die im Körper mit den Wahr- 
scheinlichkeiten Z' und Q gestreut bzw. absorbiert werden. Die Streuung wird dabei 
als elastisch und im festen Koordinatensystem als kugelsymmetrisch vorausgesetzt 
(gebundene Protonen). Berechnet soll werden erstens die Richtungsverteilung der 
Rückkehrneutronen und zweitens das Verhältnis zwischen ihrer Anzahl und der An- 
zahl einfallender Neutronen (Albedo). Beides hängt bei unendlicher Schichtdicke nur 
von der Richtungsverteilung der einfallenden Neutronen und dem Verhältnis N = I/Q 
zwischen den Wirkungsquerschnitten für Streuung und Absorption ab. — Im Ab- 
stand x von der Oberfläche sei die Dichte der Neutronen, die senkrecht zur Ober- 
fläche die Geschwindigkeitskomponente vg2, — 1<2<1, haben, mit w(z,2) be- 
zeichnet. In einem stationären Zustand läßt sich die Änderung dieser Größe mit & 
und 2 durch die Integro-Differentialgleichung 


+1 
002 08 + T+2)v= sT[ww@,2dz 
-1 


definieren. Vorgegeben ist nun w(0, 2), z>0, und zu bestimmen u(z) = w(0, z), z< 0. 
Bei unendlicher Schichtdicke läßt sich für u(z) folgende Integralgleichung ableiten: 


1 0 1 
d "Zw(0, 
= 1 0 


wobei 20=N/(N + 1). Mit Ausnahme der speziellen Lösung u(z) = 1/(a — 2), z<0, 


für w(0,2)=1/(a— z), 2>0, wenn oalog in =1, gibt es keine elementare Lösun- 


gen. Für w(0,z) = ö(2— 2,) wird die exakte u(z) = 02, er @)-zP@)/(z, — z) ab- 
geleitet, wobei 


+00 
1 1\ dt 
(2) = 3, ftes[1 — 2otantg,) au: 


— Das nn ist bei dieser einheitlichen Einfallsrichtung 2, der Neutronen durch 


B=-— Zi zu(z) da = 2,(1 — Nte%xP@)) gegeben. Bei senkrechter Einfallsrichtung, 


sel Abe sich für ß ein Minimum ß=1 — 2,91 N-#, bei gleichmäßiger Richtungs- 
verteilung dagegen nach Mittelwertbildung $=1— 2 ‚31 N-t, und endlich beim 
Kosinusgesetz ß = 1 — 2,48 N-t. Diese Werte sind mit dem von Fermi [Amaldi 
und Fermi, Physic. Rev. 50, 899 (1936)] auf anderem Wege abgeleiteten Wert 
ß=1—2N} zu vergleichen. Die Heranziehung des von Amaldi und Fermi (ibid.) 
experimentell gemessenen Albedowertes # = 0,82 bei unbekannter Richtungsverteilung 
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der einfallenden Neutronen liefert, wenn man die drei obigen Richtungsverteilungen 
zugrunde legt, w(0, 2) = ö(@— 1), 1,2 bzw. die Werte N = 261, 164, 189. Anderer- 
seits ist N, wenn man die resultierende Strahlung beim Einfangen eines Neutrons 
durch ein Proton als magnetische Dipolstrahlung voraussetzt, durch die kerntheore- 


tische Formel N = Ovy/(u, — Un)? (e* mi et)? gegeben (Bethe und Bacher, vgl. 
dies. Zbl. 14, 184). Der Faktor C' ist ohne besonderes Interesse und bei gebundenen 
Protonen mit rund 3 zu multiplizieren gegenüber freien Protonen (Bethe, vgl. dies. 
Zbl. 17, 140). 4, = 2,9 und = —2 sind die magnetischen Momente des Protons 
und des Neutrons, & und &’ die Bindungsenergien des Deuterons im Singulett- und 
Triplettzustand. Die beiden Vorzeichen gelten bzw. für reelle und virtuelle Bin- 
dungsenergie des Singulettzustandes. Man erhält in den beiden Fällen bzw. N = 565 
und N =230. Übereinstimmung mit dem aus den Albedomessungen errechneten 
Werte ist daher nur bei der Annahme eines virtuellen Singulettzustandes des Deuterons 
zu erhalten, und zwar bei einer Richtungsverteilung zwischen dem Kosinusgesetz und 
senkrechtem Einfall. — Gewisse Schwierigkeiten bereiten noch die Unsicherheit: der 
magnetischen Momente des Protons und des Neutrons [Estermann, Simpson, 
Stern, Physic. Rev. 51, 1004 (1937)] sowie Experimente von Whitaker [ibid. 52, 
389 (1937)], die es zweifelhaft erscheinen lassen, ob die Geschwindigkeiten der Neutronen 
auf thermische Werte herabgesunken sind. Beides bedingt eine Erhöhung des kern- 
theoretischen Wertes von N und könnte somit die jetzige Erklärung der Deuteron- 
bildung gefährden. E. A. Hylleraas (Oslo). 

@ Ertel, H.: Methoden und Probleme der dynamischen Meteorologie. (Erg. d. Math. 
u. ihrer Grenzgeb. Hrsg. v. d. Schriftleitung d. Zbl. f. Math. Bd. 5, H. 3.) Berlin: 
Julius Springer 1938. 122 S. u. 14 Fig. RM. 14.—. 


In the parts of this book in which the general equations of hydrodynamics are treated 
use is made of the modern method of omitting the sign of summation over suffixes. Thus the 
eirculation theorem of Bjerknes is written in the form 


The variational principle of atmospherical dynamics given by the author in 1933 is a novel 
feature for a book on meteorology and might perhaps have been given in a more general form 
consistent with the ideas of Bjerknes by using the ideas of Clebsch. The essential change 
to be made in the equation at the bottom of p. 43 is that Y in Ertel’s expression Ex + ® Do 
— (8 + Y) should be regarded as a function of 4 quantities 6, 0, o, r and Zn should be repla- 
ced by d@/dt + adr/dt — Eun. The quantities 0, 0, o,T, v;,can then be varied independently 
giving rise to a set of equations equivalent to the equations of hydrodynamics if the pressure p 


is defined by the equation p = =, ‚eo being the density of the fluid. — The author’s 


discussion of atmospheric energetics is useful and up to date. He not only directs attention 
to the criticism of the theory that the potential energy of the vertical mass distribution is the 
chief source of the energy of storms but gives an account of the various schemes for classifying 
the forms of energy in the atmosphere. The book contains a good account of the theory of 
turbulent friction, the problem of stationary wind fields being treated in some detail. Fjeld- 
stadt’s work, which leads to an integral equation is simplified by taking the density and pressure 
gradient to be constant but the exchane coefficient n is taken to be arbitrary function of the 
altitude such that 1/n(z) is integrable to F(z), the kernel of the symetric integral equation 
is then K(z, 0) = K(e, 2) = F(z) when z< go. — The treatment of stationary discontinuities 
in the atmosphere is of mathematical interest. The conditions of equilibrium in a vertical 
plane perpendicular to the Isohypse gives are derived and from them the special equations 
obtained by Bjerknes and Palme&n are derived. — The book closes with a section dealing 
with the atmospheric perturbation equations followed by one on non stationary motions. — 
"The accounts of the thermodynamics of the atmosphere and of matters relating to the stabilitv 
of the atmosphere are sufficiently complete to make the book a useful book of reference. 


H. Bateman (Pasadena). 
Funktionalanalysis, Funktionalräume: 
Köthe, Gottfried: Lösbarkeitsbedingungen für Gleichungen mit unendlich vielen 


Unbekannten. J. reine angew. Math. 178, 193—213 (1938). 
Verf. untersucht die Lösbarkeitsbedingungen unendlicher linearer Gleichungs- 
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systeme Say, %=46(=1,2,...) abgekürzt: Ar = c. Die lineare Transformation A 
k=1 


vermittelt also eine Abbildung einer Stelle x eines linearen Raumes A in eine Stelle 
eines linearen Raumes u. Es wird durchweg vorausgesetzt, daß A und u vollkommen 
(hier und für folgende Begriffsbildungen s. dies. Zbl. 9, 257 u. 16, 117) sind. Während 
bisher (Banach, Theorie des operations lineaires 1932) für den Raum A noch die ein- 
schränkenden Voraussetzungen gemacht wurden, daß A linear metrisch und daß der 
zu A duale Raum 4* stark separabel ist — das letztere ist gleichbedeutend mit der 
Voraussetzung, daß in A der Grenzstellensatz gilt —, befreit sich Verf. von diesen 
einschränkenden Voraussetzungen. Es werden für beliebiges vollkommenes A zwei 
Topologien (schwache bzw. starke) aufgestellt, die die schwache bzw. starke Kon- 
vergenz liefern. Mit Hilfe dieser Topologien wird nun folgender Satz bewiesen: Jede 
Linearfunktion, die auf einem Teilraum von 4 erklärt ist und dort im Sinne der starken 
bzw. schwachen Topologie stetig ist, läßt sich auf ganz A stetig fortsetzen. Im Fall der 
schwachen Topologie und im allgemeinen auch nur dann, ist eine solche Linearfunktion 
durch eine Stelle des dualen Raumes 4* erzeugbar. Durch den ersten Umkehrsatz 
zeigt Verf., daß die starke Separabilität von A notwendig und hinreichend dafür ist, 
daß jede stark topologische stetige Linearfunktion durch eine Stelle aus /* erzeugt 
werden kann. Hieraus ergibt sich als Lösbarkeitsbedingung des obigen Gleichungs- 
systems: Die schwache topologische Stetigkeit der Linearfunktion z(uN) = uc (uirgend- 
eine Stelle des zu A dualen Raumes) ist notwendig und hinreichend für die Lösbarkeit. 
Wenn in A der Grenzstellensatz gilt und auch nur dann, kann an Stelle der schwach 
topologischen Stetigkeit die stark topologische Stetigkeit treten. Das Problem der 
Typeneinteilung der linearen Gleichungssysteme wird hiermit noch nicht erledigt, aber 
es werden in Form der mit den beiden Topologien verbundenen Stetigkeitsbegriffe 
neue Invarianten aufgestellt. Ulm (Münster i. W.). 


© Julia, Gaston: Introduetion math&matique aux th&ories quantiques. Pt. 2. Lecons 
redig. par R. Marrot. (Cahiers sei. Publies par Gaston Julia. Fase. 19.) Paris: Gauthier- 
Villars 1938. VI, 218 pag. Fres. 85.—. 

Der vorliegende 2. Teil behandelt im ersten Abschnitt den Hilbertschen Raum. 
Dieser wird der historischen Entwicklung entsprechend zuerst als metrischer Raum 
mit abzählbar vielen Koordinaten eingeführt. Kap. 1 bringt in der seit E. Schmidt 
üblichen geometrischen Ausdrucksweise die wichtigsten Eigenschaften (starke und 
schwache Konvergenz, Vollständigkeit, Separabilität, Orthogonalisierungsverfahren, 
abgeschlossene Teilräume, Komplementärraum usw.). In Kap. 2 wird bewiesen, daß 
der Raum der im Lebesgueschen Sinn quadratisch integrierbaren Funktionen eben- 
falls ein Hilbertscher Raum ist. Erst: Kap. 3 bringt die axiomatische, auf J. v. Neu- 
mann zurückgehende Begründung. Im Abschnitt 2 werden die geometrischen Eigen- 
schaften der linearen Transformationen des Hilbertschen Raumes untersucht. Kap. 4 
betrachtet die elementaren Eigenschaften (Beschränktheit, Stetigkeit usw.), ferner aus- 
führlich die Projektionsoperatoren und die Darstellung der beschränkten Operatoren 
durch unendliche Matrizen (Hilbertsche Faltungssätze, Satz von Hellinger-Toeplitz). 
Kap. 5 ist dem Problem der inversen Transformation und der Auflösung von Gleichun- 
gen mit unendlich vielen Variablen gewidmet. Die Darstellung folgt hier im wesent- 
lichen Arbeiten von E. Schmidt und eigenen Untersuchungen des Verf. (vgl. dies. 
Zbl. 18, 71). @. Köthe (Münster). 

Maeda, Fumitomo: Logical structures of orthogonal systems in Hilbert space. 
J. Sci. Hirosima Univ. A 8, 15—28 (1938). 

It is known that subsets of the spectrum of a self-adjoint linear operator on Hilbert 
space 9, can be regarded as “set indices” of certain closed linear manifolds of 9. 
Moreover this correspondence carries set-theoratical sums, products and complements, 
into closed linear sums, intersections, and orthogonal complements, respectively. The 
author obtains necessary and sufficient lattice-theoretical conditions that families 
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of closed linear subspaces should give rise to abstract “orthogonal systems” with set 
indices. He does the same for families of orthogonal elements (using notation of Nagy), 
and also treats the case corresponding to set indices in generalized Boolean a algebra. 
(in the sense of Stone). Garrett Birkhoff (Cambridge, U. 8. A.). 

: Goldstine, H. H.: Weakly complete Banach spaces. Duke math. J. 4, 125—131 
(1938). 

Der Verf. beweist zwei allgemeine Sätze über die Darstellbarkeit der linearen 
Funktionale von Funktionalen einer linearen Klasse mittels Stieltjesscher Integrale. 
Dann spezialisiert er die Untersuchungen auf die Klasse der linearen Funktionale 
(auf den konjugierten Raum) und auf den konjugierten Raum des konjugierten Raumes. 
Der Begriff der schwachen Vollständigkeit wird in dem Sinne verallgemeinert, daß die 
natürliche Zahlenfolge, welcher die Elementenfolge zugeordnet wird, durch eine all- 
gemeinere Klasse und die Relation „größer als“ durch eine allgemeinere Relation 
ersetzt wird. Dieser allgemeine Begriff gestattet einfache Sätze über Funktionale 
im konjugierten Raume aufzustellen und insbesondere das Hauptresultat zu erreichen: 
die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß ein vollständiger Raum mit 
dem konjugierten seines konjugierten äquivalent sei, besteht in der schwachen Voll- 
ständigkeit. Für separable vollständige Räume fällt die verallgemeinerte schwache 
Vollständigkeit mit der klassischen zusammen. Kerner (Warszawa). 

Kantorovitch, L&onidas: Sur la eontinuit& et sur le prolongement des op6rations 
lineaires. ©. R. Acad. Sci., Paris 206, 879—881 (1938). 

Continuing his researches on partially ordered function spaces, the author proves 
that in order for a linear operator from such a space to a “regular” such space to be 
“(o)-continuous”, it is sufficient that it operate continuously on sequences descending 
to 0. It is well-known that if a sequence of continuous functions x,(t) is bounded and 
converges pointwise to a continuous limit x(t), then lim, f &(t)dg(t) = ]' x(t)dg(t). 
The author notes that his theorem reduces this to the case that the z,(t) decrease to 0. 
He states without proof a generalization of his theorem. Garrett Birkhoff. 


Kantoroviteh, L., et B. Vulieh: Sur un th&or&me de M. N. Dunford. Compositio 
Math. 5, 430-432 (1938). 

Es handelt sich um die Darstellung der linearen Operationen, die den Raum L 
in den Raum Z[? transformieren. Die Verff. zeigen, daß sich die Darstellung von 
Dunford (dies. Zbl. 15, 305) aus der der Verff. (dies. Zbl. 17, 215, Satz 12) ableiten läßt. 

Kerner (Warszawa). 

Taylor, A. E.: Biharmonie funetions in abstraet spaces. Amer. J. Math. 60, 416—422 
1938). 

Dar Gegenstand der Arbeit ist die Verallgemeinerung des Begriffes der biharmo- 
nischen Funktionen auf den abstrakten Banachschen Raum. Nachdem die Cauchy- 
Riemannschen Relationen für die analytischen Funktionen, welche Elemente eines 
Banachschen Raumes auf die eines anderen abbilden, bestimmt worden sind, stellt 
der Verf. die Gleichungen für den ‚reellen Teil‘ auf. Eine Funktion, die diese Glei- 
chungen erfüllt, heißt biharmonisch. Für eine gegebene biharmonische Funktion kann 
man (im wesentlichen genau eine) analytische Funktion bestimmen, deren reeller Teil 
der gegebenen Funktion gleich ist. Als ein Sonderfall werden die numerischen Funk- 
tionen (Funktionale) im Hilbertschen Raume betrachtet und die Cauchy-Riemannschen 
Relationen wie auch die Bedingungen der Biharmonizität aufgestellt. Kerner. 


Variationsrechnung: 
Rosenblatt, Alfred: Über den Fundamentalsatz der Variationsrechnung für ein- 
fache Integrale. Rev. Ci., Lima 39, Nr 421, 57—65 (1937) [Spanisch]. 


I£ the integral 2 
e [nm M(z)dx 
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vanishes for all functions (x) of class CO’ which vanish at x, and x,, then M = 0; if 
this holds when ) is replaced by n’ in the integrand, M = const. The author shows 
that both results remain valid if (x) is restricted to be a polynomial vanishing at x, 
and at z,, and in the first case points out that for fixed m, p, k the n(x) can even be 
restricted to be of the form (2 — z)"(z — m)? P(eM), 


P(z) a polynomial in 2. McShane (Virginia). 


MeShane, E. J.: Some existence theorems for problems in the ealeulus of variations-. 
Duke math. J. 4, 132-156 (1938). 

Dans un precedent m&moire (cf. ce Zbl. 16, 31) I’A. a Elargi les conditions pour 
la semicontinuite des integrales du calcul des variations. lei il generalise les conditions 
pour l’existence du minimum absolu. Il s’occupe principalement des integrales sous la 


b 
forme ordinaire (*) I(y) = | iz, y, y) dx dans l’espace& n+1 dimensions, et les integrales 
a 


sous la forme parametrique sont considerees surtout comme des integrales auxiliaires 
transformees des integrales sous la forme ordinaire. — La condition principale pour 
Vexistence du minimum de l’integrale (*) est (**) /(z, y, y)/|y| > lorsque |y| >. 
Ici PA. etudie les cas dans lesquels la condition (**) n’est pas verifiee partout dans le 
domaine A de points (x, y) pour lesquel f(z, y, y’) est definie, et il donne deux theor&mes. 
Dans le premier on suppose que la condition (**) ne soit pas verifiee dans les points 
d’un ensemble distribu& progressivement (progressively distributed set) mais l’inte- 
grale (*) soit toujours quasi-reguliere seminormale; dans l’autre theoreme et dans 
des lemmes successifs il suppose que dans les points d’un ensemble N dont la 
projection orthogonale sur l’axe des x a mesure nulle ne soit verifiee ni la condition (**) 
ni la condition que l’integrale (*) soit quasi-reguliere seminormale, mais il admet une 
condition qu’il nomme z-transform condition. — L’A. considere aussi les integrales 
qui contiennent des derivees d’ordre superieur au premier et d&montre un th&or&me 
qui generalise un theor&me de Cinquini (ef. ce Zbl. 17, 266). — Il faut aussi remarquer 
que l’A. se pose dans des conditions tres generales quant & la continuite de la fonction 
iz, y 9). Basilio Mania (Pavia). 

Radö, Tibor: On the derivative of the Lebesgue area of eontinuous surfaces. Fun- 
dam. Math. 30, 34—39 (1938). 

Let $ be a continuous surface defined by equations z = z(u,v), y= y(u, v), 
2=2(u,v), (u,v) in the unit square Q,: Osu=s1,0<svSs1. We assume that $ 
has finite Lebesgue area. For each square qgC Q, denote by L(g) the Lebesgue area 
of the part of the surface corresponding to g. This function of squares has almost 
everywhere a derivative L’(w, v), and 


[JE dudv < L(Q,). 

% 
I£ the functions z(w, v), etc., have first partial derivatives almost everywhere in Q,, 
let X, Y,Z be the three jacobians and let W= (X? + Y? + Z2)V2. From, those very 
thin hypotheses the author establishes the remarkable conclusion W (u, v) < L’(u, v). 


As a corollary, W is summable over Q, and (*) [ Hl Wdudv = L(Q,) = area of 8. 
h 


The principal tool in the proof is a modification of Stepanoff’s theorem on the existence 
of an approximate differential, together with the theory of the area of rectifiable 
surfaces. An immediate application is that if surfaces S, exist converging to S and 
having areas converging to the left member of (*), then equality holds in (*). This 
simple remark generalizes earlier results on areas of surfaces (Mc Shane, Ann. of Math. 
34, 815; Morrey, Amer. J. Math. 55, 683; Radö, Amer. J. Math. 58, 598; this Zbl. 
8, 72 and 14, 297). McShane (Virginia). 
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Funktionentheorie : 


Noshiro, Kiyoshi: On the theory of the eluster sets of analytie funetions. J. Fac. Sci. 
Hokkaido Univ., Ser. I, Math. 6, 217—231 (1938). 

A unified account in a generalised form of a number of theorems from various 
sources (F. Iversen, These Helsingfors 1914; W. Seidel, this Zbl. 8,363; J.L. Doob, 
this Zbl. 5, 250; M.L.Cartwright, this Zbl. 15, 165) using arguments of a topo- 
logical nature, Nevanlinna’s theory of harmonic measure and some related theorems 
of Beurling (These Upsal 1933; this Zbl. 8, 318). /(z) being meromorphic in a domain D 
whose frontier © is composed of essential singularities, the results are expressed in 
terms of (I) the set: R,, of values taken infinitely often in the neighbourhood of the 
frontier point 2,, (II) the set ‚8/2 of limiting values of /(z) as z tends to z, in D, (III) the 
set S/? of limiting values of S{’ as z tends to z, along C, (IV) the set I‘, of asymptotic 
values of /(z) as 2 tends to z, along a continuous curve. Typical statements are: A 
point of 89? — 8{ is either a point of R,, or of I„: I£ f(z) is meromorphic ina domain D 
except for a set E of essential singularities of zero harmonic measure then (z, a point 
of E) any value not in R, is an asymptotic value either at 2, or at a sequence of 
singularities tending to 2,: If A is a connex component of the complementary set 
to 8% then A is either contained in S{D or contains no point of this set, provided z, 
is a regular point in Dirichlet’s problem. Macintyre (Aberdeen). 

Milloux, Henri: Sur les fonetions holomorphes et leurs dörivses dans le cerele unit6. 
C. R. Acad. Sci., Paris 206, 1080—1082 (1938). 

L’A. demontre le th&or&me suivant: Si f(z) est holomorphe dans |2|<1; si f 
prend n fois au plus la valeur 0, et f' p fois au plus la valeur un, si |f(z)| < M en des 
points interieurs au cerele |z| = %, points qui ne peuvent &tre enfermes dans des 
cercles dont la somme des pseudo-rayons n’excede pas 2e/100 [la pseudo-distance 
des points x et y est la quantit& |(x= — y)/(1 — xY)|), alors on a l’inegalite: 


(1— r)log|f(rei®)| < K(1 +n+p+ logM + lo; —), 


oü Kest une constante numerique. Si la derniere hypothese est remplac&e par celle-ci: 
f@)|< M en n+1 points P, interieurs au cercle |2|< 1, on a l’inegalite: 


| (1 —r)(1— »)log|f(rei®)| < K|ı +n+p+logM+ log; — Tr log | 


ou K est une constante numerigue, » la distance maximum de O aux points P, et h 
la moitie de la pseudo-distance minimum de ces points pris deux &deux. Mandelbrojt. 

Ghika, Alexandre: Sur la determination des fonetions analytiques. C. R. Acad. 
Sci., Paris 206, 1349—1352 (1938). 

Soient D un domain ouvert simplement connexe, de frontiere rectifiable CO, E un 
ensemble de C de la mesure positive, /(z) une fonction definie et de carr& sommable 
sur E, {P„(z)} un systöme complet des polynomes orthogonaux et normaux sur E 
et {Q,(z)} le systeme analogue sur le complement de Z par rapport & ©. — L’auteur 
donne (sans demonstration) le resultat suivant. — Pour qu’il existe une fonction F(z) 
definie et de carr& sommable sur C &tant une fonction frontiere d’une fonction /(z) 
holomorphe dans D et telle que l’on ait /(z) = F(z) pour zEE et F(z) soit de carre 
sommable sur C il faut et il suffit que l’on ait 


2| Sie) Que) dr 
0o|Z 


Un theor&me analogue subsiste aussi en terme des polynömes P„. Marcinkiewiez. 
Robertson, M. $.: Multivalent funetions of order p. Bull. Amer. Math. Soc. 44, 
282285 (1938). 
En generalisant un theoröme de M. Biernacki [C. R. Acad. Sci. 203, 449451 
(1936); ce Zbl. 14, 319], l’auteur demontre que si, m &tant un entier positif, on & 


2 <o0,. 
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I) = 2", ame = 1, a, =0 pour n = 1(modk), /(z) etant holomorphe et p-va- 
1+mk 

lente dans |2|< 1, on a Pinegalite: |a„| < A(p, k) n??!®-V) k<4p, ou A(p,k) est 

une constante ind&pendante de n et de /(2). Mandelbrojt (Clermont-Ferrand). 

Fueter, Rud.: Die Theorie der regulären Funktionen einer Quaternionenvariablen. 
(Oslo, 14.—18. VII. 1936.) C. R. congr. int. Math. 1, 75—91 (1937). 

Verf. gibt einen Überblick über die von ihm aufgestellte Theorie der (einseitig) 
regulären Funktionen einer Quaternionenveränderlichen (s. dies. Zbl. 12, 17; 13, 407; 
14, 167 u. 17, 76). Außerdem wird das Analogon zum Kroneckerschen Charakteristiken- 
integral für die Quaternionenfunktionen eingeführt und damit die Ordnung eines 
Funktionenwertes in einem Punkte definiert. — Verf. führt zum Schluß aus: Es gelten 
alle die schönen klassischen Eigenschaften der analytischen Funktionen für die regulären 
Funktionen, obwohl sie weder einen Differentialguotienten noch eine inverse Funktion 
besitzen, obwohl sie weder einen Körper noch eine Gruppe bilden. „Man sieht daraus, 
daß diese Eigenschaften wohl eine bequeme, aber keine wesentliche Charakterisierung 
der analytischen Funktionen sind. Und da auch das kommutative Gesetz nicht gilt, 
kann man\von einer Besitznahme der Funktionentheorie durch die hyperkomplexen 
Systeme sprechen.‘ Behnke (Münster i. W.). 

Ferraro, V. €. A.: On funetions of quaternions. Proc. Roy. Irish Acad. A 44, 
101—108 (1938). 

In this paper it is shown that the only quaternion functions possessing unique right- 
(or left-) hand derivatives are linear functions so that there is no theory of functions 
of quaternions analogous to the theory of functions of a complex variable. A short 
account of Dixon’s theory of Hamiltonian functions is given and the difficulties con- 
nected with quaternion power series are discussed. Murnaghan (Baltimore). 


Wahrscheinliehkeitsrechnung, Statistik und Anwendungen. 
Wahrscheinlichkeitsrechnung, mathematische Statistik : 


Servien, Pius: Sur la thöorie des probabilites. C. R. Acad. Sci. Roum. 2, 236—-239 
(1938). 

Der Verf. unterzieht die üblichen Definitionen der Wahrscheinlichkeit einer Kritik 
und hebt die Notwendigkeit der Aufstellung einer rein mathematischen Wahrschein- 
lichkeitstheorie hervor, und zwar auf der Grundlage systematischer Anwendung der 
beiden foigenden Grundsätze: 1. Aussonderung dessen, was ‚„wissenschaftlicher Sprach- 
gebrauch“ ist, denn nur dieser kann in eine physikalisch-mathematische Theorie Ein- 
gang finden; 2. Trennung in allen Abschnitten der Theorie von alldem, was eine 
physikalische oder mathematische Bedeutung hat. zwecks der Abgrenzung einer streng 
mathematischen Wahrscheinlichkeitstheorie. Bruno de Finetti (Trieste). 

Khintchine, A.: Döduetion nouvelle d’une formule de M. Paul Levy. Bull. Univ. 
Etat Moscou, Ser. Int., Sect. A: Math. et M&can. 1, Fasc. 1, 1—5 (1937). 

Es handelt sich um die bekannte Formel für die charakteristischen Funktionen 
der unbeschränkt teilbaren Verteilungsfunktionen [Ann. Scuola norm. super. Pisa, 
Il. s. 3 (1934); dies. Zbl. 10, 70; vgl. auch das in 16, 127 ref. Buch]. Der Gedanken- 
gang des neuen Beweises schließt sich enger an den ursprünglichen Kolmogoroffschen 
Fall mit endlichen Streuungen an. Ausgegangen wird von der Definition der un- 
beschränkt teilbaren Verteilungsgesetze als Lösungen der (auch zeitlich) homogenen 
stochastischen Prozesse, welche Definition bekanntlich mit der scheinbar allgemeineren 
von P. Levy äquivalent ist. W. Feller (Stockholm). 

Khintehine, A.: Contribution & P’arithmötique des lois de distribution. Bull. Univ. 
Etat Moscou, Ser. Int., Sect. A: Math. et Mecan. 1, Fasc. 1, 6-17 (1937). 

Es bedeute Z ein beliebiges Verteilungsgesetz, A ein konvergentes Produkt von 
höchstens abzählbar vielen unzerlegbaren Gesetzen, L’ ein unbeschränkt teilbares Ge- 
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setz und ZL’ ein Gesetz ohne Primfaktoren. Es wird bewiesen: 1. Jedes L kann in 
der Form L’’ A dargestellt werden. 2. Jedes L’ ist ein L’. 3. Es gibt ein L’, welches 
einen Primfaktor enthält. — Zufolge eines Briefwechsels zwischen dem Verf. und 
P. Levy wurden diese wichtigen Erkenntnisse z. T. schon bekannt und benutzt; vgl. 
dies. Zbl. 15, 361. Literatur über die Arithmetik der Verteilungsgesetze dies. Zbl. 
16, 127 u. 170, 18, 75 (Levy) u. 16, 410 (Khintchine). W. Feller (Stockholm). 

Khintehine, A.: Zur Kennzeichnung der charakteristischen Funktionen. Bull. 
Univ. Etat Moscou, Ser. Int., Sect. A: Math. et M&can. 1, Fasc. 5, 1—3 (1937). 

Es wird bewiesen: Die komplexe Funktion p(t) der reellen Veränderlichen t ist 
dann und nur dann die Fourier-Stieltjes Transformierte einer Verteilungsfunktion F(x), 
wenn es eine Folge y„(t) gibt derart, daß in jedem endlichen Intervall gleichmäßig 
o(t) = lim A,,(t) ist, wobei 


+00 +00 
A,lu) = 5 [rt +u)ylW)dt, 4A, - [Ivo 8dt 


gesetzt wurde. — Das ‚dann‘ ist eine leichte Folge des gleichartigen Bochnerschen 
Kriteriums. Zum Beweise des ‚nur dann“ sei F,„(x) die gebrochen lineare Verteilungs- 
funktion, die an n? äquidistanten Teilpunkten des Intervalls (—n,n) mit F(x) über- 
einstimmt und für 2 < —n bzw. für > n gleich 0 bzw. 1 ist. Es werde k, so be- 
stimmt, daß das Integral über /„(z) = k, YF.(@) gleich 1 wird. Es sei dann y,(£) 
die Fouriertransformierte von f„(z), @,(£) die Fourier-Stieltjestransformierte von F, (x). 
Dann wird gezeigt, daß @,(t) = A,,,(t) ist, womit die Behauptung wegen 9,(t) => p(t) 
bewiesen ist. W. Feller (Stockholm). 

Khintehine, A.: Invariante Klassen von Verteilungsgesetzen. Bull. Univ. Etat 
Moscou, Ser. Int., Sect. A: Math. et Mecan. 1, Fasc. 5, 4—5 (1937). 

Die ‚Klasse‘ der Verteilungsfunktionen F(ax + b) (mit a > 0) (für die Termino- 
logie vgl. dies. Zbl. 17, 76£.) heiße invariant, wenn die Komposition von zwei Funk- 
tionen der Klasse niemals aus ihr herausführt. Sind die x; unabhängige stochastische 
Veränderliche mit derselben Verteilungsfunktion (x) und wird ,=&, +::: + 
gesetzt, so gehört im Falle der Konvergenz der Limes der Verteilungsfunktion von s, 
sicher einer invarianten Klasse an. Dies ist eine Verallgemeinerung des entsprechenden 
Satzes von P. Levy über stabile Verteilungsfunktionen [bei dem in der obigen Formu- 
lierung nur homogene Transformationen F(ax) betrachtet werden]. Sämtliche in- 
variante Klassen erhält Verf. wie folgt. Man setze 


vo -irli tat, = Il +iß Ziege 
und deute » und x als Logarithmen von charakteristischen Funktionen. Läßt man 
dann & und ß unabhängig voneinander die Intervalle 0O<a=s2, «#1, ß|l<1 
durchlaufen, so erhält man für jede Klasse genau einen Repräsentanten [ausgenommen 
freilich die „unechte‘“ Klasse, die durch y(f) = 0 dargestellt wird]. — Der Beweis 
soll dem P. Levyschen völlig parallel verlaufen und wird daher unterdrückt. — Die y(£) 
liefern bloß die stabilen Funktionen, während x für # #0 Klassen liefert, die keine 
stabile Verteilungsfunktionen enthalten. Auf eine solche Klasse wird man geführt, 
wenn man mit der obigen Bezeichnung H(x) = 1 — 1/x setzt für >]1. Setzt man 
hingegen H(z)=1-— e”* (für 2>0), so konvergiert DU: _ log(1 + +) mit der 
Wahrscheinlichkeit 1, und die Verteilungsfunktion wird durch ein x(f) repräsentiert. 
W. Feller (Stockholm). 

Khintehine, A.: Exemples des variables al&atoires obeissant & des lois stables. 
Bull. Univ. Etat Moscou, Ser. Int., Sect. A: Math. et M£can. 1, Fasc. 5, 6—8 (1937). 

Zu den von P. Levy herrührenden Modellen für stabile Verteilungsfunktionen 
fügt Verf. folgendes besonders einfache. Die w,„ seien untereinander unabhängige 
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stochastische Veränderliche mit der Verteilungsfunktion 1— e”?? für z> 0; entspre- 
chend die v, und w, mit den Verteilungsfunktionen 1— e=#2 bzw. 1— e” tu), 
Man setzt U,=w-+ ::- + w,, und ähnlich V„, W,„. Schließlich seien D,,D,,. .. 
die der Größe nach geordneten Veränderlichen U,, Us,...,V1,V3,... (80 daß die 
Ordnung selbst stochastisch ist). Es wird gezeigt, daß die n-dimensionale Verteilungs- 
funktion der Veränderlichen {D,,..., D,} mit derjenigen von {W,,..., W„} identisch 
ist. Gestützt auf dieses Lemma zeigt man unschwer, daß DU; für s>1 eine sta- 
bile Veränderliche ist, und zwar zum Exponenten & = 1/s gehört. Für + <s<1 


N 

1 Tu . . . 

ist > u’ —. ” =: fast sicher konvergent, und der Limes ist eine zum Exponen- 
k=1 


ten 1/s gehörende stabile Veränderliche. Damit hat man Modelle für alle Exponen- 
ten außer x = 1,2, zu denen die Cauchysche bzw. die Gaußsche Verteilung gehören. 
W. Feller (Stockholm). 

Gnedenko, B.: Sur une propri6t& caraeteristique des lois indefiniment divisibles. 
Bull. Univ. Etat Moscou, Ser. Int., Sect. A: Math. et Me&can. 1, Fasc. 5, 9—15 (1937). 

Damit »(t) der Logarithmus der charakteristischen Funktion einer unbe- 
schränkt teilbaren Verteilungsfunktion sei, ist notwendig und hinreichend, daß 
1. y(0) = 0, 2. y(—t)=y(t), 3. y(t) in einem Intervall |{| <a beschränkt ist, 
und 4. —{p(t+h) + y(t— h)— 2y(t)}/{y(h) + y(— h)} für jedes reelle } eine (von h 
abhängige) charakteristische Funktion ist. — Der Beweis dieses interessanten Krite- 
riums geschieht in beiden Richtungen durch Zurückführung auf die bekannte P. Levy- 
sche Darstellung der fraglichen Verteilungsfunktionen. W. Feller (Stockholm). 

Gnedenko, B.: Sur les fonetions caracteristiques. Bull. Univ. Etat Moscou, Ser. 
Int., Sect. A: Math. et M£can. 1, Fasc. 5, 16—17 (1937). 

Es werden zwei charakteristische Funktionen (f), y(t) angegeben, die in einem 
endlichen Intervall übereinstimmen, außerhalb welchen jedoch @ verschwindet, wäh- 
rend sich % periodisch fortsetzt. Wichtig ist die daran anschließende Bemerkung von 
Khintchine, daß o(t) p(t) = plt) y(t) ist. — Diese Tatsachen spielen eine sehr 
wichtige Rolle für die sog. Arithmetik der Verteilungsfunktionen, doch konnten sie, 
dank einem Briefwechsel zwischen Khintchine und P.Levy, im Buche des letzteren 
(dies. Zbl. 16, 170f.) bereits verarbeitet werden. W. Feller (Stockholm). 

Mareinkiewiez, J.: Sur les fonetions ind&pendantes. I. Fundam. Math. 30, 202—214 
(1938). 

(Für Begriffsbildungen und Bezeichnungen vgl. dies. Zbl. 16, 409f. Weitere Lite- 
ratur 15, 218 u. 18, 75£.; Verf, Zygmund und Kac.) Für eine Verteilungsfunk- 
tion (Vf.) V(z) heiße F(z) = il x’dV(x) die Momentenfunktion. Es wird zunächst 
durch Zurückführung auf charakteristische Funktionen bewiesen: Wenn eine Folge F, (z) 
von Momentenfunktionen in (a, b) (a > 0) gegen F(z) strebt, so streben die entsprechen- 
den V£f.en V„(x) gegen eine Vf. V(x), die F(z) als Momentenfunktion besitzt. Mit Hilfe 
dieses Satzes und gewisser Abschätzungen wird das eigentliche Resultat der Arbeit 
bewiesen: Für jedes n sei ,,x (k=1,2,...) eine Folge von in (0, 1) definierten un- 
abhängigen Funktionen; 8, = D)2,,r habe die Vf. V„(x). Ferner sei An,e („die 


Mediane“) so bestimmt, daß |E(,:>%,.)l>% und |E(,,<4,.)|>% wird. 
Damit V„(x) gegen eine Funktion V(x) strebt, welche (in einem positiven Intervall) 
die Momentenfunktion F(z) besitzt, ist notwendig und hinreichend, daß es eine Folge 
von Konstanten K,„ gibt derart, daß 


ZElzn,r —A,xl=K,)|>0 und F*@)—>F(e) 
strebt; hierbei bezeichnet F„(2) die Momentenfunktion der Vf. von S* = Dx*,, und 
E 


7,5 %n,r, falls |2,,,|<K,, und x ,=0 sonst. [Die Bezeichnungserklärung von 
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- 8. 202 unten ist irreführend; es bedeutet im folgenden A eine Menge, CA ihr Komple- 


ment.] Kr W. Feller (Stockholm). 
a ia J.: Sur les fonetions ind&pendantes. II. Fundam. Math. 30, 349—-364 
(1938). 


Der vorstehend referierte Satz vereinfacht sich besonders im Falle, wo die Grenz- 
funktion V(x) eine ganze Funktion zur charakteristischen Funktion hat. Verf. be- 
nutzt dieses Kriterium zu einer eleganten neuen Ableitung der notwendigen und hin- 
reichenden Bedingungen für die Gültigkeit des Gesetzes der großen Zahlen und des 
zentralen Grenzwertsatzes der Wahrscheinlichkeitsrechnung von P. Levy und Feller 
(vgl. dies. Zbl. 12, 361; 18, 28f.; 16, 411). Die Sätze werden dabei in die äquivalente 
Sprache der unabhängigen Funktionen übersetzt. — Neu ist hingegen das entsprechende 
Resultat des Verf. für die Poissonsche Verteilung (= Sprünge der Größe 1/(e - n!) für 
z=n=(,1,...und anderswo konstant). In den Bezeichnungen des vorangehenden 
Ref. seien für ein festes e A„,„ und B,„,, die Mengen, auf denen ln,.] <e bzw. 
1—-2e<2m,,<1l-+e, ferner O„,, das Komplement von An, + Bn,ı- Es werde 
vorausgesetzt, daß maz|Z (|, ;] >e)|>0 strebt. Damit dann V,„(x) gegen das 


Poissonsche Gesetz strebt, ist notwendig und hinreichend, daß 

2 |0n.1>0, 213...) >1; >, [ün,n dt > 0 
k k An,k 

> San, — An, dt > 0 mit Aue janrüt. 


k An,k An,k 
W. Feller (Stockholm). 

Kae, M.: Sur les fonetions 2??— (2"t) — 1/2. J. London Math. Soc. 13, 131—134 
(1938). 

Mit Hilfe der unabhängigen Funktionen, insbesondere der in dies. Zbl. 15, 218 
ref. Sätze, beweist Verf. für die im Titel stehenden Funktionen w„(t): Das Maß der 
Punkte, in welchen {u,(t) + + Un yn zwischen a und b (a< b) liegt, strebt 
für n — oo gegen D(b) — D(a), wo D(x) die normierte Gaußsche Funktion bezeichnet. 
Die Reihe Scru;(t) konvergiert oder divergiert fast überall, je nachdem Ic} kon- 
vergiert oder nicht. W. Feller (Stockholm). 

Smirnoff, N.: Sur la d&pendance des membres d’une series de variations. Bull. 
Univ. Etat Moscou, Ser. Int., Sect. A: Math. et Mecan. 1, Fasc. 4, 1—12 (1937). 

Die in n unabhängigen Versuchen beobachteten Werte einer zufälligen Variablen X 
seien, der Größe nach geordnet, X,,.X3, -.., X; Verf. hatte schon (vgl. dies. Zbl. 
11, 317) die Verteilung des k-ten Gliedes untersucht und gezeigt, daß diese asym- 
ptotisch (na oo) durch die Gaußsche bzw. Pearsonsche (III Typus) Verteilung dar- 
gestellt ist, je nachdem man k/n—>«& bzw. k = konst. annimmt. Er betrachtet nun 
gleichzeitig zwei Glieder X, und X,, und untersucht in ähnlicher Weise die Grenz- 
form der zweidimensionalen Verteilung. Für kn, m/n— 4, ergibt sich noch eine 
Gaußsche Verteilung; der Korrelationskoeffizient (der einzige noch zu bestimmende 
Parameter) ist r = Ya: (1— o)/yA :(1—4) Bei konstanten k und m hat die 
Grenzverteilung die folgende Wahrscheinlichkeitsdichte: 

ya, y) = (le — en htee 
(wenn für X die Gleichverteilung gilt, oder wenn durch eine geeignete Transforma- 
tion das Problem auf die Gleichverteilung zurückgeführt wird). Bruno de Finetti. 

Craig, Allen T.: On the independence of certain estimates of variance. Ann. math. 
Statist. 9, 48—55 (1938). 

& 1»... &y seien paarweise unabhängige normalverteilte stochastische Veränder- 
liche, O,, - : ., Q, reelle symmetrische quadratische Formen in den z;. Mit Hilfe der 
charakteristischen Funktionen kann man leicht ein theoretisches Kriterium für die 
stochastische Unabhängigkeit der Q, erhalten, doch ist dieses praktisch kaum an- 
wendbar. Verf. beweist daher folgendes einfache Kriterium: Es sirn,ti=]l,...,8 


und 
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der Rang von Q; und identisch 2/Q; = Ix,. Damit dann die Q; untereinander un- 
abhängige stochastische Veränderliche sind, ist notwendig und hinreichend, daß 
r;= N. — Anwendung: Man ordne die x; in eine Matrix (a;;) mit a Zeilen und 
b Spalten (ab = N); es seien &;., &.; und & die Mittelwerte der Zeilen, Spalten bzw. 
Matrix. Dann sind die vier Formen 
>e.—- 9% Dar -D Dias -%.— 2,4%” und Dan)? 
paarweise stochastisch unabhängig. W. Feller (Stockholm). 

Krishnaswami Ayyangar, A. A.: On the semi-invariants of two variates and their 
additive property. J. Indian Math. Soc., N.s. 3, 1—7 (1938). 

If a frequency function in two variables be expressed in the form, /(2,y)= I) 4,,2?y!, 
in which A,, is the frequency of the occurrence of the pair of values p and g, and if 
f(z, y) is the product of a set of frequency functions of the same form, it is shown that 
in an effort to find a general set of statistical constants by which to characterize f(z, y) 
which shall be the sums of the like characteristics of the factors of f(z, y), one is led 
naturally to the semi-invariants of Thiele and to certain linear combinations of them. 

C.C. Craig (Ann Arbor). 


Quensel, Carl-Erik: The distributions of the second moment and of the correlation 
eoeffieient in samples from populations of type A. Lunds Univ. Ärsskr., N. F. 34, 
Nr 4, 1—111 (1938). 

The author solves several distribution problems which arise in sampling from po- 
pulations whose distribution law is a Charlier type A series. The method of charac- 
teristic functions is consistently used. The result for the first and second order moments 
here discussed are expressed almost entirely in terms of the type A series and of Ro- 
manowsky’s series generalization of Pearson’s type III curve. With regard to the 
latter considerable use is made of a new set of characteristics due to Wicksell (in an 
unpublished work) which have properties in relation to this “type III series”’ analogous 
to those of the semi-invariants of Thiele in relation to the type A series. To illustrate 
one of the principal methods of the paper, from the correlation function of the first 
and second zero moments in samples of N from normal, a new derivation is found for 
the distribution function of the second central moment. Then, supposing the population 
to be governed by a type A distribution function with a finite number of terms, the 
distribution function of the second moment about zero in samples of N is found. Next, 
the correlation function of the first and second zero moments is obtained and from 
it the distribution function of the second central moment. The characteristics of both 
of these functions are discussed at length. The distribution of the ratio of the absolute 
value of the mean to the second central moment with a discussion of the magnitude 
of the coefficients in the series expansion found follows. Now supposing the population 
to be of the same type but bivariate, the correlation function of the three second order 
zero moments is derived and the like function for the second order central moments 
is obtained from the correlation function for the five first and second order zero moments. 
This latter result is discussed in the case that the coefficient of correlation in the popu- 
lation is zero. With this additional condition on the population, the distribution of 
the sample coefficient of correlation is found and discussed. Finally, from its charac- 
teristic function, the first two moments of the linear regression coefficient in samples 
are written out. 0.0. Craig (Ann Arbor). 

Wilks, 8. 8.: The large-sample distribution of the likelihood ratio for testing compo- 
site hypotheses. Ann. math. Statist. 9, 60—62 (1938). 

Consider a system # of n independent random variables and denote by p(E|@,,...,6,) 
their elementary probability law, depending on s parameters @, the values of which 
are unknown. Let 7 be a composite hypothesis specifying the values of 0,, 6,,.. . On, 
with m<<s. Finally denote by pmax and p(H) the maxima of p(E|6,,...,6,) with 
respect to the 6’s, the first calculated under no restrietion and the latter under the. 


321 


assumption that the hypothesis 4 is true. The author considers the ratio A— P(H)/Pmax » 
suggested by Neyman and Pearson as the criterion to test the hypothesis H, and 
proves that, whenever the maximum likelihood estimates of all the parameters 9 
exist and tend to be normally distributed as n is increased, then the distribution of 
v%= — 21og4 tends to that: of 4? with s— m degrees of freedom. J. Neyman (London). 

Jeffreys, Harold: The use of minimum x? as an approximation to the method of 
maximum likelihood. Proc. Cambridge Philos. Soc. 34, 156—157 (1938). 

Let m; and n, be the expected and the observed cell frequencies in a series of n 
independent trials. The author shows that, if the m; are functions of several unknown 
parameters 6;, then the maximum likelihood estimates of these parameters can be 
approximately determined by minimising the sum I)(n; — my)?/n, which is similar 
to the one ordinarily denoted by x? but differs from it by the fact that the de- 
nominators of the particular terms contain the observed instead of the expected 
frequencies. This result was previously found by the reviewer (Bull. Inst. Intern. 
Statistique 1929) and then analised by C. Jordan [Giorn. Ist. Ital. Attuari 5 (1934), 
see this Zbl. 8, 366, and J. Soc. Hongr. Stat. 1—2 (1937). J. Neyman (London). 


Sukhatme, P. V.: On the distribution of %2 in samples of the Poisson series. J. 
Roy. Statist. Soc., Suppl. 5, 75—79 (1938). 


Irwin, 3. O.: Recent advances in mathematical statisties. Bibliography of mathe- 
matical statisties (1935, 1936, and first half of 1937). J. Roy. Statist. Soc., N. s. 101, 
394—433 (1938). 


Coehran, W. G.: Recent advances in mathematical statisties. Recent work on the 
analysis of variance. J. Roy. Statist. Soc., N. s. 101, 434—449 (1938). 


Physikalische Statistik: 

Wassmuth, N.: Beiträge zur Therrie der Brownschen Bewegung. C. R. Acad. Sci. 
URSS, N. s. 17, 307—310 (1937). 

In Fortsetzung einer Arbeit von Krutkov und Dmitrijev [C. R. Leningrad 
1, 601—605 (1935); dies. Zbl. 11, 237] wird das folgende Problem gelöst: Ein System 
von n Freiheitsgraden führt unter der Wirkung von zufälligen Kräften kleine Schwin- 
gungen aus, die den Charakter einer Brownschen Bewegung tragen. Ferner wirken 
auf das System noch äußere Kräfte, die harmonische Funktionen der Zeit sind. Ge- 
geben ist die Verteilungsfunktion für die Koordinaten und Geschwindigkeiten des 
Systems, und es wird angenommen, daß sie im Grenzfall > oo die Maxwell-Boltz- 
mannsche Form annimmt. Die Form der Verteilungsfunktion für einen beliebigen 
Zeitpunkt ? ist anzugeben. Fürth (Prag). 

Kolmogoroff, A., I. Pretrovsky et N. Piscounoff: Etude de ’&quation de la diffusion 
avee eroissance de la quantit€ de matiere et son application & un probleme biologique. 
Bull. Univ. Etat Moscou, Ser. Int., Seet. A: Math. et M&can. 1, Fasc. 6, 1—25 (1937). 

Analytisch handelt es sich um die Differentialgleichung v, = k(%z + Yyy) + Fo) 
mit k>0, wobei F(v) fürO<v<1 definiert (und hinreichend regulär) ist, #(0)=F(1)=0 
und F(v) > Osonst, F’(0)= &>0 und sonst F’(v) <«& ist. Es werden bloß Lösungen 
mit O<v<<1 betrachtet. Zu beliebigen dieser Ungleichung genügenden Anfangswerten 
wird bewiesen, daß es genau eine derartige Lösung gibt. Man betrachtet sodann ins- 
besondere von y unabhängige Lösungen, die für t = 0 für »< a verschwinden und für 
z2>b>a gleich 1 sind. Das asymptotische Verhalten für t— oo wird beschrieben durch 


eine Kurve bestimmter Gestalt, die sich mit der Geschwindigkeit Ao—=2Yk& von rechts 
nach links bewegt; sie genügt der Gleichung A,w' = ku” + F(u), und zwar wird ge- 
zeigt, daß es genau eine Lösung gibt, die für 2— 00 gegen 0 bzw. 1 strebt. Letzteres 
gilt übrigens auch für größere A,, doch hat: dann die Kurve nichts mit unserem Problem 
zu tun. — Physikalisch handelt es sich um eine diffundierende Materie, die bei kleineren 
Konzentrationen wächst, wobei sich aber für v=1 ein saturierter Zustand heraus- 
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stellt. Es wird auch gezeigt, daß v(t, x, y) die daraus zu erwartenden Bigenschaften 
hat. — Biologische Anwendung: Es werde vorausgesetzt, daß Individuen mit einer 
dominanten Gene A einen gewissen Vorteil a im Kampf um das Dasein haben. War 
ihre relative Konzentration für {=0 konstant gleich v, O0<v<<1, so wächst sie 
nach R. A. Fisher mit der Geschwindigkeit ’=F(v) =av(l — v2 + 0(a), wobei 
die Zeit in Generationen gemessen wird. Hier wird der Fall eines örtlich variablen v 
betrachtet und vorausgesetzt, daß sich die Individuen zufallsmäßig weiterbewegen. 
Dies ergibt nach der Kolmogoroffschen Theorie der stochastischen Prozesse die Wärme- 
leitungsglieder in der Gleichung. W. Feller (Stockholm). 


Versiche ungsmathematik und verwandte Anwendungen: 


@ Geppert, Harald, und Siegfried Koller: Erbmathematik. Theorie der Vererbung 
in Bevölkerung und Sippe. Leipzig: Quelle & Meyer 1938. VIII, 228 8. RM. 16.—. 

This book provides a detailed mathematical treatment of the application of pro- 
bability theory to problems of inheritance both in the population as a whole and within 
a family tree. It does not attempt to include the description of statistical methods 
in genetics nor does it investigate observed data of racial composition. The work 
comprises five sections devoted respectively to the following: 1. The rules of Mendelian 
inheritance, including special discussion of sex-linked characteristics, and the relation 
of genes to observed somatic ‚characteristics. 2. The inheritance trend of a population 
in complete intramixture. Among other topics, Mendelian blood receptors M and N 
(whose discovery is due to Karl Landsteiner and associates, 1927) are discussed here 
and the inheritance of blood groups is studied in detail. 3. Natural and artificial selec- 
tion in a population. In this section are discussed those factors which tend to modify 
the hypotheses assumed in the previous section. Lethal gene combinations, the effects 
of selective mating, the inheritance under various conditions of inbreeding (incest), 
and the rate of racial mixture are here discussed. 4. The inheritance trend within a 
single family tree in a steady population pattern. Here relationship indices are con- 
sidered with regard to inheritance characteristics. In particular difference quotients 
of relationship indices are studied with respect to various types of genetic conditions. 
5. Presumptive inheritance. Questions as to accidental interchange of children at 
birth, tests of paternity, prediction as to inheritance of characteristics and other such 
questions are here handled. The mathematical treatment throughout this work remains 
theoretical, literal formulas and tables rather than special numerical tables being given, 
while the biological references are in most cases brief but factual rather than abstract. 

Albert A. Bennett (Providence). 

Kostitzin, V. A.: Sur les &quations differentielles du probleme de la seleetion naturelle 
dans le cas de mutation d’un chromosome sexuel. C.R. Acad. Scı., Paris 206, 1273—1275 
(1938). 

L’auteur poursuit ses etudes recentes (v. ce Zbl. 18, 77, 160 et 228) sur l’&vo- 
lution des .populations heterogenes en les completant par l’examen du röle des carac- 
teres sexuels. Les &quations differentielles de la selection naturelle sont &tendues, 
les points singuliers Interprötes. Brelot (Bordeaux). 

Berger, Alfred: Über einige Ungleichungen der Versicherungsmathematik. Skand. 
Aktuarie Tidskr. 20, 252—267 (1937). oo 

Die kontinuierliche Leibrente a, = = et p,dt und die „höheren Renten“ 


I, = = fi tre-’twp,dt sind Laplace RER: vom Typus w(ö -/ e-tp(t)dt mit 

o(t) =0 und sind daher vollmonotone Funktionen. Da für sclahe Funktionen 
Y’(ö rn ae e & E 
vo, = vor I und da IL, ul: hat man für r>2 die Uhigleichung 


(*) = = = Diese Ungleichung kann verschärft werden, wenn Eigenschaften der 
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Absterbeordnung berücksichtigt werden. Z.B. ist die Annahme, daß die Sterbeinten- 


r 7-1 

% __ T 2 4, 

Fan "r-1I m 

ER : Be "2 a, [Be ; 

daß Fi mit wachsendem & nicht zunimmt, folgt (**) 7 =. TR: Wird 
r r—1 ir x 


er) eh 


sität u, konstant ist, der Beziehung 


äquivalent. Aus der Annahme, 


r—ı 


7 mit von ö unabhängigen k, angenommen, so ergeben sich für 
die k, Rekursionsgleichungen, welche auf k, =k zurückführen; von diesem %k hat 
Poukka gezeigt, daß es für gebräuchliche Sterbetafeln von ö nahezu unabhängig ist. 
Der Poukkasche Wert k 1,68 wird plausibel gemacht. Aus (*) und (**) folgt, daß 


J= r 
4, a 


ae 
9% 


. . a . D 
mit wachsendem ö abnimmt und ———- zunimmt. In diesem Zusammenhang 
Dane, 
a 


werden der Poukkaschen analoge Näherungsformeln für die Änderung der Leibrente 
mit dem Zinsfuß hergeleitet. Aus (***) wird N,.,=N. „(1 — —)"und Dr = —— —Ö 


gefolgert, was ein Christensches Ergebnis (Mitt. Vereinig. schweiz. Versich.-Math. 
H. 25, 251) vervollständigt. Birnbaum (New York). 

Lukäes, Eugen: Über unsymmetrische Kapitalversicherungen, die sich als Linear- 
kombination von einseitigen Überlebenskapitalien darstellen lassen. Aktuär. Vedy 7, 
1—10 (1937). 

Burkhardt, F.: Neuere sterbliehkeitsstatistiseche Untersuehungen und ihre Bedeutung 
für die Lebensversicherungspraxis. Bl. Versich.-Math. 4, 223—234 (1938). 

Jecklin, Heinrieh: Die einjährige Sterbenswahrscheinlichkeit als Hilfsgröße zur Be- 
stimmung des technischen Durchsehnittsalters von Personengruppen in der Lebensver- 
sicherung. Bl. Versich.-Math. 4, 235—279 (1938). 


Timpe, A.: Nomographie in der Versicherungsmathematik. Arch. math. Wirtsch.- 
u. Sozialforschg 4, 26—38 (1938). 

Beschreibung eines graphischen Rechengerätes, welches a,, az], Az, Azm; Di 
sofort abzulesen gestattet und durch Anwendung logarithmischer Maßstäbe die ein- 
fache graphische Ermittlung von Versicherungswerten ermöglicht, welche aus den 
unmittelbar ablesbaren Größen durch Multiplikation und Division entstehen. Die 
Genauigkeit wird nicht abgeschätzt. Birnbaum (New York). 

Lenzi, E.: Su una elasse di equazioni che interessano la matematica finanziaria. 
Giorn. Ist. Ital. Attuari 9, 41—57 (1938). 

Es wird die in der Finanzmathematik auftretende Gleichung &v" +2,31] =; 
oy-!=1-+x, studiert und ein rasch konvergierendes Iterationsverfahren zur Er- 
mittlung der in der Finanzmathematik interessierenden Wurzel x angegeben. Die 
numerische Brauchbarkeit wird an Zahlenbeispielen gezeigt. F. Knoll (Wien). 

Misra, D. P.: More multiplieity in the rate of interest; Poly-party and Poly-ereditor 
transaetions. Aktuär. Vedy 7, 22—43 (1937) a. 60-70 (1938). 

Fortsetzung von Untersuchungen des Verf. [J. Inst. Actuar. 64, 1, 71 (1933)] über Ein- 
oder Mehrdeutigkeit des bei einer Finanzoperation erreichten Zinsfußes unter Berücksich- 
tigung von Arbeiten von J.F.Steffensen und G. J.Lidstone(a.a.0.). W. Simonsen. 

Steffensen, J. F.: More multiplieity. Aktuar. Vedy 7, 71—72 (1938). 

Bemerkungen zu einer Arbeit von D. P. Misra (vgl. vorst. Ref.). WW. Simonsen. 


Numerische und graphische Methoden. 


® Taschenbuch zum Absteeken von Kreisbogen mit und ohne Übergangsbogen. Begr. 

v. 0. Sarrazin u. H. Oberbeck. Für eine Teilung des Kreises in 400g bearb. v. Max 
Höfer. Berlin: Julius Springer 1938. VII, 368 $. u. 38 Abb. geb. RM. 7.50. 
21* 
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Crawford, W. R.: The mechanical eonstruetion of certain speeial eurves. Engineer, 
Lond. 165, 440441 (1938). 

Beschreibung von Zeichengeräten für logarithmische Spiralen, exponentiell ab- 
klingende sin-Kurven und Exponentialkurven. Theodor Zech (Darmstadt). 


Jordan, H.: Zur Darstellung periodischer Funktionen insbesondere dureh Bahn- 
kurven. Elektr. Nachr.-Techn. 15, 18—25 (1938). 

Eine Sinusschwingung wird oft durch Zuordnung eines gleichförmig umlaufenden 
Vektors in einer Kreisbahn (komplexe Schreibweise) veranschaulicht. Diese Darstel- 
lung wird verallgemeinert auf die Zuordnung nichtsinusförmiger periodischer Schwin- 
gungen (in rechtwinkligen Koordinaten n(£&)) zu gleichförmig umlaufenden Vektoren 
des veränderlichen Betrages r (y), wobei y = wt mit fester Frequenz ® und die Ordi- 
nate n(&) =r(y) cosy die Projektion von r(y) ist. Es werden Schwingungskurven aus 
willkürlich gewählten Bahnkurven abgeleitet und umgekehrt Bahnkurven zu gegebenen 
Schwingungskurven konstruiert. Geeignete Ellipsen als Bahnkurven ergeben Nähe- 
rungsdarstellungen für rechteckige Schwingungskurven; außerdem werden Lemnis- 
katen und elliptische Funktionen für r(y) als Bahnkurven besprochen. J. Bariels., 


Palm, F. W.: Über die Verfahren zur graphischen Berechnung von rationalen ganzen 
Funktionen. Deutsche Math. 3, 123—151 (1938). 

Zunächst werden die klassischen Verfahren eingehend auf ihre geometrische Struk- 
tur untersucht. Es stellt sich heraus, daß das Verfahren von Winckler [S.-B. Akad. 
Wiss. Wien 53, 326—338 (1866)] aufgefaßt werden kann als eine Folge von quadratischen 
Punkttransformationen. Das Verfahren von Massau (Memoire sur l’integration gra- 
phique et ses applications. Paris 1885) ist im wesentlichen eine perspektive Jonquieres- 
transformation n-ter Ordnung, welche auf eine gewisse Gerade ausgeübt wird. Das- 
selbe gilt vom Segnerschen Verfahren. Das Lillsche Verfahren kann als eine Folge 
von involutorischen quadratischen Strahltransformationen gedeutet werden, für welche 
eine Seite des Hauptdreiseits mit der * + 1-ten Seite des darstellenden Zuges zusammen- 
fällt, während die beiden anderen unendlich benachbarten Seiten unendlich fern sind 
und sich auf dem Träger der -ten Seite des darstellenden Zuges schneiden. Aus diesem 
Verfahren gewinnt Verf. eine Reihe rein geometrischer Sätze. Endlich wird eine Duali- 
sierung der Ergebnisse angegeben. Rehbock (Bonn). 

Ostrowski, Alexander: Über die Konvergenz und die Abrundungsiestigkeit des 
Newtonschen Verfahrens. Rec. math. Moscou, N.s. 2, 1073—1094 (1937). 

Im allgemeinen wird die Konvergenz des Newtonschen Verfahrens für die Be- 
stimmung der Wurzeln einer Gl. f(x) =0 gesichert durch die Fouriersche Voraus- 
setzung, daß /”’(x) in dem in Frage kommenden Intervall sein Vorzeichen nicht ändert. 
Statt dieser Vor. benutzt Verf. einen auf Cauchy zurückgehenden Satz. Es sei 


I) #9, (2) FO und — Ben —= h. Im Intervall zwischen x, und z,+ 2% sei f(x) 
0 
zweimal beschränkt differenzierbar, M sei eine obere Schranke von |f”|, m die untere 


WER = a so liegt in jenem Intervall eine einzige Null- 


Grenze von |f|. Ist dann 


Fol 
stelle £ von f. Ist ferner ul: < 3 ‚„so konvergiert die Newtonsche Folge, die mit 
der ersten Näherung x, beginnt, gegen &. Dieser Satz wird vom Verf. verschärft und 
verallgemeinert. Rehbock (Bonn). 


Pflanz, Erwin: Über die Annäherung linearer partieller Differentialausdrücke dureh 
finite Ausdrücke. Jber. Deutsch. Math.-Vereinig., 48, Abt. 1, 41—48 (1938). 

Verf. verallgemeinert seine Methode, mit Hilfe der Lagrangeschen Interpolations- 
formel für die Differentialguotienten von Funktionen einer Veränderlichen finite Aus- 
drücke (d.h. Linearkombinationen der Funktionswerte an den Nachbarstellen) von 
beliebig vorgegebenem Annäherungsgrad r aufzustellen (vgl. dies. Zbl. 17, 317), auf 
Funktionen w(z, y) von zwei unabhängigen Veränderlichen. Mit Hilfe seiner Methode 
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kann Verf. finite Ausdrücke beliebig hohen Annäherungsgrades explizit angeben, aller- 
dings sind die erhaltenen finiten Ausdrücke meist komplizierter gebaut als die bisher 
benutzten. Eine übersichtliche Tabelle liefert die Zahlenwerte der Koeffizienten für 
die einfachsten finiten Ausdrücke. Collatz (Karlsruhe). 

Partridge, 6. F.: A method of harmonie analysis. A study of the rotational 
frequeneies of serew propellers. Philos. Mag., VII. s. 25, 505539 (1938). 

Die Platten eines Saitenelektrometers werden unter bekannter Spannung 
V=V,sin2rfzt gehalten. Die Saite möge nur auf niedrige Frequenzen ansprechen. 
Legt man an die Saite ein Gemisch von sin-Spannungen hoher Frequenzen, so spricht 
die Saite an, wenn eine Teilspannung nahezu dieselbe Frequenz hat wie die Platten- 
spannung, und zwar mit der Differenzfrequenz und mit einer Amplitude, die der 
Amplitude der Teilspannung proportional ist. Wenn man die Saitenbewegungen bei 
ständig wachsendem f, aufzeichnet (z. B. photographisch), so kann man aus dem 
Kurvenbild die Frequenzen und Amplituden der Teilspannungen unmittelbar ablesen. 
Die Zeitveränderlichkeit von /, macht, gegenüber anderen Verfahren auf ähnlicher 
Grundlage, rechnerische Elimination des Phasenunterschiedes von Plattenspannung 
und Saitenteilspannung unnötig. Höhere Harmonische in der Plattenspannung stören 
etwas. Erzeugung der Plattenspannung und Eichung des Elektrometers werden be- 
schrieben. Anwendung auf Luftschraubengeräusche. Theodor Zech (Darmstadt). 


Geometrie. 


Barbilian, D.: Eine Verallgemeinerung des Pompeiuschen Dreieckssatzes. Bull. 
Math. Soc. Roum. Sci. 39, 1—12 (1937). 

Elementares Seitenstück zum Artikel des Verf. „Exkurs über die Dreiecke“ in 
derselben Zeitschrift, Bd. 38 (dies. Zbl. 16, 177). Verf. betrachtet: diejenigen Punkte 
der Ebene des Dreiecks ABC, wofür die drei Ungleichungen GA<G@B+GC us. 
bestehen. Die Grenzkurve dieser Punkte ist eine bizirkuläre Kurve vierter Ordnung; 
sie ist Hüllkurve von Kreisen, welche den Umkreis U des Dreiecks orthogonal schnei- 
den, und Verf. zeigt, daß die Deferente mit der Steinerschen Ellipse zusammenfällt. 
Er gibt weiter folgende Sätze an: I. Es gibt immer zwei getrennte kreisförmige, dem 
Kreis U orthogonale Schnitte, 7’, und /’,, so daß ein außerhalb /', und /‘, gelegener 
Punkt immer ein Punkt @ ist; die Stützpunkte von J', und I, auf U sind die vier 
Feuerbachschen Punkte des komplementären Dreiecks. II. Wählt man den Umkreis- 
radius des Dreiecks als Maßstab und ist d die Entfernung des Schwerpunktes bis zum 
Mittelpunkt U des Umkreises, dann haben die Punkte P mit 


DVP (var Ja) bw PUP> (har Ye) 
die Eigenschaft der Punkte@. Für d = O hat man den Pompeiuschen Satz. Bottema. 

Barbilian, D.: Invariantentheoretische Betrachtungen über Vierseite. Gaz. mat. 
43, 57—64, 113—12C u. 176—188 (1937) [Rumänisch]. 

Verf. betrachtet die Figur eines vollständigen Vierecks und eines Vierseits in der 
Ebene mit gemeinsamem Diagonaldreieck. Diese Konfiguration hat ein invariantes Vor- 
zeichen als projektive Invariante, die sich auch geometrisch durch die Lage des Vierecks 
bez. der durch das Viereck gegebenen Gebietseinteilung der projektiven Ebene deuten 
läßt. Verschiedene geometrische Begriffe werden dann zu dieser Konfiguration in Bezie- 
hung gesetzt: die beiden Cremonainvolutionen (der Punkte und der Geraden), die zum 
Fundamentaldreieck gehören, die Punktepaare, die manals Schnittpunkte der 3über den 
Diagonalen des Vierseits als Durchmessern gezeichneten Kreisen erhält und deren Reali- 
tätsverhältnisse untersucht werden, sowie die beiden Kegelschnitte, die gleichzeitig dem 
Vierseit ein- und dem Viereck umbeschrieben sind. Die projektiv ausgezeichnete Lage 
dieser Kegelschnitte wird näher untersucht. Im letzten Teil wird dann vermittels 


eines in einer Tangentialebene der Kleinschen Fläche > en 0 konstruierten Vierseits 
’ 
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diese Fläche näher studiert und. z.B. der bekannte Satz wieder gefunden, daß die 
Asymptotenlinien algebraisch sind. Schließlich ergeben sich auch 2 Metriken, die mit 
der projektiven Ebene verknüpft werden können und die das Vierseit als Absolut- 
gebilde haben. Burau (Hamburg). 

Beck, H.: Pythagoreischer Lehrsatz und zentrische Kegelsehnitte in der Affingeo- 
metrie. Jber. Deutsch. Math.-Vereinig. 48, Abt. 1, 56—68 (1938). 

Es handelt sich darum, eine affingeometrische Definition für die Ellipse zu geben, 
nachdem eine befriedigende Erklärung erst für die Hyperbel bekannt ist und für die 
Parabel noch nicht gefunden werden konnte. Diese Affinerklärung der zentrischen 
Kegelschnitte gelingt durch affine Verallgemeinerungen des pythagoreischen Lehrsatzes, 
deren es bei vorgegebenem Grunddreieck eine einparametrige Schar gibt. Von den 
Punkten der zugehörigen veränderlichen Figur beschreibt dann einer eine Hyperbel, 
ein anderer eine Ellipse. — Ausgehend von den Begriffen des ‚„Doppelinhalts‘ eines 
Dreiecks und der „Gegenparallele‘‘ zu einer Parallelen wird die „Hauptaffinität“ als 
eine gewisse Transformation erklärt und analytisch fixiert. 1. Jede von der Identität 
verschiedene involutorische Affinität heißt eine „Affinspiegelung“. Sind dann g und 
zwei nichtparallele Geraden, so verträgt diese Figur 4 + oo! involutorische Affinitäten, 
für die der folgende Satz grundlegend ist: Die involutorischen Affinitäten, durch die 
die beiden nichtparallelen Geraden g und h vertauscht werden, sind die konjugierten 
Affinspiegelungen. Werden dann auf einen Punkt P,, der auf keiner der beiden sich 
schneidenden Geraden g und A liegt, alle konjugierten Affinspiegelungen ausgeübt, 
so heißt der Ort der Bildpunkte Hyperbel, g und A ihre Asymptoten. — 2. Es seien 
dann P;(W=1,2,3) die Ecken eines eigentlichen Dreiecks und P, ein weiterer Punkt. 
Dann können sechs begleitende Dreiecke aufgewiesen werden, von denen erreicht 
werden kann, daß sie denselben Inhalt haben wie PÄP,P,. Diese Forderungen werden 
dann als äquivalent mit der folgenden nachgewiesen: Die beiden Parallelogramme 
über P,P, und P,P, haben eine Diagonale gemeinsam. Man erhält, da dabei die 
Ortskurve von P, eine Hyperbel ist, eine affine Konstruktion der Hyperbel, und die 
sich ergebende Figur ist ein Affinbild der Figur zum Lehrsatz von Pythagoras. Diese 
Figur liefert jetzt die Mittel, eine Geradeninvolution mit nichtreellen Doppelelementen 
und eine Affinität 7 der Periode vier zu konstruieren, die P, fix läßt und einen be= 
stimmten Punkt nach P, bringt. Mit T läßt sich der Begriff ‚Quasiorthogonalität“ 
zweier Geraden der Figur erklären. Im Anschluß daran wird eine Affinspiegelung, 
deren Achse und Streichrichtung durch quasiorthogonale Gerade geliefert werden, selbst 
als quasiorthogonal bezeichnet. Hiernach läßt sich dann die Ellipse als Ort der Bilder 
eines festen, von P, verschiedenen Punktes bei allen quasiorthogonalen Affinspiege- 
lungen erklären, die durch ein bestimmtes Paar von Geraden der Figur geliefert werden. 

Steck (München). 
, Klier, Em.: Das sphärische und hyperbolische Pentagramma mirifieum. Cas. mat. 
fys. 67, D 173—D 177 (1938) [Tschechisch]. 


Stiefel, E.: Zum Satz von Pohlke. Comment. math. helv. 10, 208—225 (1938). 

Neuer Beweis des Pohlkeschen Satzes, daß drei gegebene komplanare Vektoren 
durch eine bestimmte Parallelprojektion aus drei orthogonalen gleichlangen Vektoren 
des Raumes hervorgehen, mit Mitteln der Matrizenrechnung in n-dimensionaler Ver- 
allgemeinerung. Haenzel (Karlsruhe). 


Analytische und algebraische Geometrie: 
Veblen, Oswald: Spinors and projeetive geometry. (Oslo, 14.—18. VII. 1936). 
C. R. congr. int. Math. 1, 111—127 (1937). 
Vektoren und Tensoren mit komplexen Komponenten werden Spinoren genannt. 
Ist im Spinorraum eine Hermitesche Form 
Yin Xi XB 
gegeben, so kann man mit Hilfe des Spinors Y iz Indices heraufziehen. Derselbe Spinor 
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definiert geometrisch eine Antipolarität des komplexen projektiven Raumes. Ist zwei- 
tens ein symmetrischer oder antisymm. Spinor Y4z gegeben, so definiert dieser eine 
Polarität (Polarsystem oder Nullsystem). Ist die Polarität mit der Antipolarität ver- 
tauschbar, so ist ihr Produkt eine Antiinvolution. Die 4 Operationen bilden eine 
Gruppe, die aus einem Spinor X4 4 Spinoren 

a7, xä, X Zi 
hervorbringt. Ein Beispiel einer solchen Gruppe wird im projektiven Raum P, kon- 


struiert dadurch, daß mittels der Plücker-Kleinschen Korrespondenz die Nullsysteme X42 
auf Punkte X° eines Raumes P, abgebildet werden. 


a Ge a Ka U 


In P, ist dann eine Quadrik ausgezeichnet, deren Gleichung auf die Form 
Goo ENSPRIE—U() (960 ver a1) 


gebracht werden kann. Die Antiinvolution Y,= X, und die Spiegelung an die Ebene 
X5=0 erzeugen nun eine Gruppe von der Ordnung 4, welche auf den Raum P, über- 
tragen werden kann. Die mit allen Operationen der Gruppe vertauschbaren axialen 
Involutionen des P, werden duch Matrizes X# gegeben, welche reelle Linearkombina- 
tionen der 5 Matrizes yo, Ya, ---, Yin sind, die die Relationen 


3(yaYB 7 YBYx) = I«pl ($&B =0( oder +1) 


erfüllen. Die n-dimensionale Verallgemeinerung dieser Theorie geht von der Unter- 
suchung der linearen Scharen von Involutionen aus und verläuft parallel zur alge- 
braischen Theorie von Brauer und Weyl (dies. Zbl. 11, 244). van der Waerden. 

Godeaux, Lucien: Sur la theorie des r&ciproeites du plan. An. Fac. Ci. Pörto 22, 
211—215 (1938). 

Theorie purement projective des r&ciprocites © (ou transformations correlatives) 
du plan au moyen d’une methode consistant & utiliser une quadrique Q definie ainsi: 
Soient o, 0’ deux plans superposes, $ et S’ deux points exterieurs. © definit une 
reciprocite ©’ entre les gerbes de sommets S et 8’, en faisant correspondre & une 
droite SP (P dans o) le plan S’p’ (p’ droite de 0’ correspondant & P par ©): Q est 
le lieu des points communs & une droite SP et au plan homologue $’p’. Les differents 
cas correspondent aux differentes possibilites pour l’intersection deQetdeo. Dubreil. 

Godeaux, Lucien: Quelques remargques sur les surfaces de genres un et de rang trois. 
Bull. Soc. Roy. Sci. Liege 7, 2—8 (1938). 

Soit F une surface algebrique de genres un contenant une involution /, d’ordre 3 
et de genres tın egalement. Cette involution peut ötre regardee comme engendree 
sur F par une homographie H de periode trois ayant trois axes ponctuels: l’Auteur 
etudie notamment les systemes decoupes sur F par les hyperplans passant par deux 
de ces trois axes. P. Dubreil (Nancy). 

Godeaux, Lucien: Sur les involutions eyeliques appartenant & une variete algebrique 
et poss@dant une eourbe unie. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 24, 8—14 (1938). 

Etude d’une involution cyclique d’ordre premier p appartenant & une variete 
algebrique & trois dimensions et ayant une courbe unie D telle que l’involution determine 
une homologie dans la gerbe des tangentes & la variete en un point de cette courbe: 
l’Auteur construit une variete Q, image de l’involution. A D correspond une courbe 
de diramation A qui est multiple d’ordre p pour 2. P. Dubreil (Nancy). 

Godeaux, Lucien: Sur la strueture des points unis des involutions eyeliques apparte- 
nant ä une surface algebrique. Acad. roy. Belg., Cl. Sci., M&m., Coll. in 8° 17, Fasc. 2, 
1—44 (1938). 

Wie in verschiedenen früheren Abhandlungen betrachtet hier Verf. eine zyklische 
birationale Transformation T auf einer algebraischen Fläche F. Es sei die Primzahl p 
die Ordnung von T; und es sei I, die von T erzeugte Involution. Man setzt voraus, 
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daß I, nur eine endliche Anzahl von Doppelpunkten besitzt. Ein Doppelpunkt A 
von I, kann „vollkommen“ oder „unvollkommen“ sein (dies. Zbl. 13, 413); im zweiten 
Falle gibt es in der Umgebung 1. Ordnung von A zwei Doppelpunkte von /,, die ihrer- 
seits wieder vollkommen oder unvollkommen sein können; sind sie unvollkommen, 
so kann man für sie und in der Umgebung 2. Ordnung von A dieselbe Bemerkung 
wiederholen usw.; man erhält so die „Zusammensetzung“ des Doppelpunktes A. Es 
sei Dein Bild der Involution /,; dem Punkte A von F entspricht auf ® ein Verzweigungs- 
punkt A’; und die Singularität von ® in A’ hängt von der Zusammensetzung von A 
ab. Nach einigen allgemeinen Bemerkungen wird in der vorliegenden Abhandlung 
ein besonderer Fall diskutiert, d.h. eine besondere Art von Doppelpunkten A und 
entsprechenden Verzweigungspunkten A’. Die Einzelheiten über die Zusammen- 
setzung von A und über den mehrfachen Punkt A’ von ® wären zu lang zu beschreiben; 
es wird nur hervorgehoben, daß eine einfache Konstruktion gestattet, die Aufgabe 
auf die ähnliche Frage der Zusammensetzung der Doppelpunkte einer geeigneten 
ebenen zyklischen Homographie zurückzuführen. Schließlich wird noch die Multi- 
plizität der kanonischen Kurven von ® im Punkte A’ untersucht. E.@. Toglatti. 


Rozet, O.: Sur les involutions eyeliques d’ordre neuf appartenant ä& une surface 
algebrique. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 23, 861874 (1937). 

Rozet, O.: Sur les involutions eyeliques d’ordre neuf appartenant & une surface 
algebrique. II. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 24, 51—64 (1938). 

Soit F une surface alg&brique possedant une transformation birationnelle 7 de 
periode 9 en elle-m&me. 7 engendre une involution /, d’ordre 9; T® engendre une 
involution /,. L’Auteur suppose que I, ne possede qu’un nombre fini de points unis. 
Il construit une surface normale ® image de I, et determine les singularites de ® 
en un point de diramation: un tel point correspond soit & trois points de correspondance 
triple de /, formant un groupe de cette involution, soit & un point de coincidence 
nonuple qui peut-ätre: uni parfait pour ], et pour /,, uni parfait pour /,; mais non 
pour /,, uni non parfait pour /,;. L’Auteur, dans les deux Notes en question, etudie 
successivement tous ces cas. P. Dubreil (Nancy). 


Rozet, O.: Sur les involutions ab&liennes d’ordre neuf appartenant & une surface 
algebrique. Bull. Acad. Roy. Belg., V.s. 24, 117—122 (1938). 

L’Auteur consid£re ici les involutions abeliennes du neuvi&me ordre, n’ayant qu’un 
nombre fini de points unis, appartenant: & une surface algebrique. Une telle involution, 
engendree par deux transformations birationnelles permutables de periode trois de la 
surface en elle-m&me, n’admet: que des points unis triples. Plus generalement, une 
involution ab&lienne d’ordre p?, p etant premier, n’ayant qu’un nombre fini de points 
unis, isoles, simples pour la surface, ne peut posseder que des points unis p-uples. 

P. Dubreil (Nancy). 

Pompilj, Giuseppe: Sulle trasformazioni eremoniane del piano che posseggono una. 
eurva di punti uniti. Rend. Semin. mat. Roma, IV.s. 2, 47—87 (1938). 

Il est connu que toute transformation de Cremona entre deux plans superposes, 
avec courbe de points unis irreductible et de genre superieur & 1, est: cyclique ou re- 
ductible & une transformation de de Jonquitres (G.Castelnuovo, Sulle tras- 
formazioni cremoniane del piano che ammettono una curva fissa. Atti Accad. naz. 
Lincei, Rend. 1892). Le present travail apporte la classification des transformations 
de Cremona admettant une courbe de points unis (courbe irreductible ou non et 
de genre quelconque). Cette classification, qui ne peut &tre reproduite ici, met en 
Evidence plusieurs types de transformations non cycliques. Une composante irreductible 
et non exceptionnelle de la courbe de points unis appartient & l’un des types suivants: 
eubique, sextique avec 7, 8, 9, 10 points doubles, courbe d’ordre 9 avec 8 ou 9 points 
triples, courbe d’ordre 3r avec 9 points r-uples, courbe d’ordre n avec un point n— 2 uple. 


P. Dubreil (Nancy). 
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Segre, Beniamino: Quelques rösultats nouveaux dans la göomötrie sur une Vz al- 
gebrique. Extrait des M&m. Acad. roy. Belg., II. s. 14, 98 pag. (1936). 

Dans ce M&moire, qui a &t& couronne par l’Acad&mie Royale de Belgique, l’Auteur 
commence par rappeler dans une premiere partie la plupart des resultats d&ja obtenus 
par lui prec&demment dans la geometrie des V, algebriques et publies dans ses Nuovi 
contributi alla geometria sulle varietä algebriche [Mem. Accad. Ital. 5, 479 (1934); 
ce Zbl. 9, 371]. Rappelons seulement ici que ces r&sultats concernent l’&tude syste- 
matique des relations geometriques fonctionnelles qui existent entre les varietes de 
differentes dimensions appartenant & une V,, ce qui conduit aux series et aux systömes 
d’equivalence invariants; les caracteres invariants de la variete sont lies simplement 
aux ordres de ces series d’equivalence, ce qui permet; d’obtenir, & partir des relations 
fonctionnelles, des proprietes &numeratives interessantes. La seconde partie du M&moire 
est consacree aux correspondances alg&briques quelconques d’indices (n, n*) d’abord 
entre deux surfaces, puis entre deux V,. Une partie des r&sultats concernant les sur- 
faces ont &te obtenus ind&pendamment par A. Maroni [Su di una formula relativa 
a due superficie in corrispondenza algebrica etc. Rend. Semin. Fac. Sci. Univ. Cagliari 
4, 1—6 (1934); ce Zbl. 9, 324] et F. Severi [Le Involuzioni razionali sopra una super- 
ficie come serie di equivalenza, 2 Notes. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., VI.s. 19, 
751 (1934); ce Zbl. 9, 407]. Dans l’e&tude des correspondances algebriques entre deux 
varietes V; et Vf, P’Auteur examine d’abord le cas oü la correspondance n’admet 
pas d’elements fondamentaux, puis celui ou elle admet seulement des points fonda- 
mentaux ordinaires ou des courbes fondamentales ordinaires (c’est & dire ayant comme 
images des surfaces sans points multiples). Cette &tude aboutit aux relations qui existent 
entre les surfaces et les courbes canoniques, les syst&mes et les series d’equivalence 
de Y, et Vf et finalement, dans le cas d’une correspondance depourvue d’el&ements 
de diramation, aux formules (p. 66, 67) liant les invariants Q,, P,,I de V, aux in- 
variants analogues de V%. Dans le cas particulier oü la correspondance est biration- 
nelle, on retrouve ainsi l’invariance absolue du genre arithmetique (P, = Pf) tandis 
que le degre 2, du syst&me canonique et l’invariant de Zeuthen- Segre / sont en 
general alteres (ce sont des invariants relatifs): La formule indiquant comment I se 
transforme [formule (2), p. 68] avait deja ete obtenue autrement, comme le signale 
/’Auteur, par M. Panelli [voir notamment: Sopra una relazione fra gli elementi fonda- 
mentali etc. Atti Accad. naz. Lincei, Rend., s. V 23, 561 (1914)], tandis que la relation 
concernant Q, [formule (1), p. 68] est nouvelle. — La troisitme partie du M&moire 
a pour objet l’etude des systömes de surfaces sur une V, algebrique. Apres avoir 
donne une interpretation algebrique de l’irregularite superficielle g, de V,, l’Auteur 
montre qu’il existe bien sur chaque V, des syst&mes continus de surfaces dont le 
systeme caract£eristique est: complet et que sur une V, de $, (ayant des singularites 
normales), les varietes adjointes d’ordre assez Eleve decoupent un systeme lineaire 
complet dont le syst&me caracteristique a un defaut egal & g,; enfin, il obtient une 
interpretation geometrique de q3: 9, est: precisement le maximum du defaut des systemes 
caracteristiques relatifs aux differents systemes lineaires complets de surfaces, irreduc- 
tibles et infinis trac&s sur V,, ce qui permet d’etendre le theor&me de Riemann- 
Roch aux syst&mes lin&aires de surfaces irrductibles et infinis traces sur V,. Cette 
derniere partie se termine par le calcul du nombre M des modules de la classe de varietes 
definie par une V, donnee (n’admettant pas de transformation birationnelle en elle- 
möme): M=317+49,- BP, — @ +16 +0—T, oü o et T sont le defaut et 
l’indice de specialit€ d’une certaine serie lineaire. Ce probl&me avait et& traite par 
A.Rosenblatt [Sopra i moduli delle varietä algebriche a tre dimensioni. Rend. 
Semin. R. Univ. Roma, II. s. 4, 100 (1927)] mais d’une maniere non definitive: B. Segre 
obtient en effet pour le nombre r, dans differents cas, des valeurs ou des bornes qui, 
tout en donnant des bornes pour M, font voir que l’hypothöse 7 = 0 faite par Rosen- 
blatt n’est pas legitime en general. P. Dubreil (Nancy). 
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Gröbner, Wolfgang: Über eine neue idealtheoretisehe Grundlegung der algebraischen 


Geometrie. Math. Ann. 115, 333—358 (1938). 

Let k be a field of characteristic 0. The ring P, = k[x,,.. ., z,] contains the domain 
of homogeneous polynomials (forms) 9, = kl, ..., &u]z; 9, is a ring in a restrieted sense 
where addition is defined only for forms of the same degree. Hilbert’s base theorem and the 
maximal condition hold in 9,. A set of indeterminates x, .. ., %. is said to be independent 
with respect to the ideal a of &, if aM kl[a,,..., &a] = 0; for each ideal a there exists a 
maximal number d of a-independent indeterminates. Define dima—=d-— 1 and the rank 
r()=n—d. Then r([a, b]) = min (r(a), r(b)), dim (fa, b]) = max (dim a,dimb). Using 
Steinitz’ exchange theorem it follows that r(p)=n— d provided that the prime ideal 
p = (91, ...,9,) contains r non-vanishing forms 9,(%, - - +, 2a, Lay) -i=1...,n— 4 
where z,,..., x, are p-independent. In general, it is not possible to establish a relation 
between r(p) and s. However, one can prove the existence of a “prime base’”” consisting 
of r forms n,,...,”, which has the following properties: 1. z, irreducible over k, 
„cp nan=PpN kl; -. -, Larıla, 2 u = DI U; wi where „,>1 and for 
the forms wu C Hd, Wr C Hari-ı (k=]1), degree u, with respect to %;;< Ar 
(k=1,...,0— 1); deg n, with respect to 2%44,,:= u are minimal, 3. for each form 
ecpnhynli=h...,r) there exist elements 9 C 9; % C 9a; such that „pP = 
YRı + "+ yın,, 4. for each form pcE p, C9a,; there exist elements x, + 0 in 9; 
Y,C Hr, yE pP, deg y with resp. to 9 ,; <a, such that yo =Yy + yı mt" ty 
or 99 —%x CP. — Next the author considers differential congruences mod p. The 
(mod p)-rank r, of a matrix is defined to be maximal integer r, such that there exist 
minors of degree r, which are C[p. Using the prime base of a prime ideal p C 9, one 


finds: u 09; 
IE le 
Moreover, each prime ideal p determines a system of d=n— r(p) linear homogeneous diffe- 


rential congruences Y, = y;. k = 0(p)[»] where fi = = . Then r,(|p;.|) = d. Each 
k 


form @ C hp satisfies the system [»*]; conversely, each form f of non-vanishing degree which 
satisfies [*] lies in p. An expression Yf=y,fi=0(p) is called a homogeneous linear differen- 
tial congruence modp if 1. Y is homogeneous and Y=0(p),2.f=0(p)> Yf=0(p). — Yis 
a linear operator. Using v.d. Waerden’s principle of specialization the author proves: Each 
system Yf=0(p) belonging to p determines p-independent forms fj,...,/, which satisfy 
the differential congruences; s<& AH(p;t) = H(p;t) — H(p;t— 1) where H(p;:) denotes 
Hilbert’s function for the ideal p and the degree ti. — A system of differential congruences 
Yy,f=0(p) —v=|],...,s — is called complete if 


Er 
il . 
13 rg ar 5 
2 | 
[9 9] 
[P; P;]are Jacobi brackets. It turns out that s£.n—r(p).— Putting A«H (p; )=A(A,_,1H (p;)) 
one finds: Let.p C 9, be a prime ideal of rank O<r(pJ)<n—dand let %f=0(p) — 
0<x<n — r(p) — bea system of differential congruences, then there exist at most A« 4 (p ;t) 
forms fi, . . ., /, of sufficiently high degree which are p-independent and satisfy the differential 
congruences. The proof is obtained by a repeated application of v. d. Waerden’s principle of 
specialization. — The last section of the paper brings an application of the previously developed 
results to the theory of rational transformations between two domains 9,,. and Om,y: — 
Equations %, = 9,(2) — 9, are m forms of degree u in 9,,. — define a mapping 7 of the 
ideals a,cC 9,,,. upon a set of-.ideals a,C 9,,; a, = Ta, consists of all forms f(y) such 
that f(p(x)) C a,. Simple properties of T are: T(a,.nb,)=Ta,nTb,, „ch,>Ta,< Tb,; 
transforms of primary ideals are primary. Important for the application to geometric problems 
is the relation between the rank r(p,) of p, = (Pı, -- -, 2,) and the rank r(T’p,) of the trans- 
form. We have the main theorem: r(Tp,)to=m+r(p,) where o= ". u ) 
ik 
i=1,...,8,i=]l,...,m, k=]1,...,n. — Moreover, the author gives algebraic ee 
for some known facts of classical algebraic geometry concerning the relation between r(p,), 
r(T’p,) and the prime divisors of |pix| provided that m=n. E.g. that |pix| & p, implies 
A) le) O0. F.@. Schilling (Baltimore). 


Allgemeine metrische Geometrie, Integralgeometrie, Konvexes und Verwandtes: 


Kakutani, Shizuo: Über ein Metrisationsproblem. Proc. Phys.-Math. Soc. Jap., 
III. s. 20, 8590 (1938). | 
Let I’ be a transitive group of autohomeomorphisms o of a Hausde “f space R. 


Tp 
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A necessary and sufficient condition that R possess a metric invariant with respect 
to I'is that there exist at least one point x, at which R satisfies the second countability 
axiom and such that for each neighborhood U(z,) there exist a V(z,) for which 
oV CU whenever V-oV #0 (o in I‘). Two proofs are given; the second — and 
simpler — depends on a metrization theorem of A. H. Frink [Bull. Amer. Math. Soc 
43, 133—142 (1937); this Zbl. 16, 82]. Smith (New York). 

Blaschke, Wilhelm: Über Paare umfangsgleicher Eilinien. Jber. Deutsch. Math.- 

Vereinig., 48, Abt. 1, 69—74 (1938). 
Bol, G.: Über einen Satz von Cauehy. Jber. Deutsch. Math.-Vereinig., 48, Abt. 1, 
T4—76 (1938). | 

Als kontinuierliches Analogon eines Hilfssatzes von Cauchy über konvexe Poly- 
gone beweist Blaschke den folgenden Satz: Zwei umfangsgleiche Eilinien seien längen- 
treu aufeinander bezogen. Dann gibt es wenigstens 4 Paare entsprechender Punkte 
derart, daß die beiden Kurven in den Punkten jedes Paares die gleiche Krümmung 
besitzen. Hierin ist der Vierscheitelsatz enthalten. Der Beweis wird auf folgenden 
Hilfssatz gestützt: Variiert man eine Eilinie bei Festhaltung der Bogenlänge, so hat 
die Variation der Krümmung mindestens 4 Nullstellen. — Bol gibt einen einfacheren 
Beweis für den erstgenannten Satz, wobei als Hilfssatz der ebene Spezialfall eines 
Satzes von E. Schmidt über Raumkurven verwendet wird. — Ref. bemerkt, daß 
der obige Satz schon früher von Segre (vgl. dies. Zbl. 10, 371) bewiesen wurde, und 
zwar im wesentlichen auf dem auch von Bol angegebenen Wege. W. Fenchel. 

Linsman, M.: Introduction & une theorie abstraite de la notion de Pordre des figures 
reelles. Acad. roy. Belg., Cl. Sci., M&m., Coll. in 8° 17, Fasc. 3, 1—45 (1938). 

Verf. erreicht eine Ausdehnung ordnungstheoretischer Sätze für reelle Bogen durch 
weitgehende Verallgemeinerung hinsichtlich der Ordnungscharakteristiken (abgek. OC.). 
Bisher war u.a. bekannt: I. Jedes Kontinuum, welches relativ eines Hyperebenen- 
büschels im R,„ von endlicher Ordnung ist, läßt sich darstellen als abgeschlossene 
Hülle einer Summe abzählbar vieler Bogen von der Relativordnung Eins (insbesondere 
sind also als Relativordnungen ordnungshomogener Bogen nur Eins und Unendlich 
möglich) [Haupt, J. reine angew. Math. 167, 20ff. (1932); dies. Zbl. 8, 225]. II. a) Jeder 
ebene Bogen einer K;-Ordnung (k + 1) ist Summe beschränkt vieler Bogen der K,-Ord- 
nung k [Haupt, Mh. Math. Phys. 46, 1ff. (1933); dies. Zbl. 7, 29]; b) entsprechend 
für Bogen im R,„ der linearen Ordnung (rn + 1) bzw. der linearen Ordnung n und 
zugleich der sphärischen Ordnung (n + 2) [Haupt, Math. Ann. 108, 126ff. (1935); 
dies. Zbl. 6, 184; bzw. Math. Z. 37, 589ff. (1933); dies. Zbl. 7, 222]. Verf. bemerkt 
nun, daß die zum Beweise dieser Sätze erforderlichen Eigenschaften der OC. (Hyper- 
ebenen, K,-Kurven, Hyperkugeln) wesentlich nur folgende sind: Die OC. ce sind Rand- 
mengen in einem regulären Hausdorffschen Raume R. Es ist R- c=V+*+V’, 
wo die V offen und fremd. Die c bilden eine k-Schar. Dabei ist k-Schar durch voll- 
ständige Induktion definiert: Für k=1 ist jeder Punkt PC R — A in genau einer c 
enthalten (A = Durchschnitt aller c); jede 1-Schar, aufgefaßt als Menge der c, ist 
topologisches Bild von O<t=1 (oder auch des Kreisumfangs); mit t ändern sich 
V==V=(t) stetig; für beliebige 1,5 = 1,3, 3;, &t,,r # j) liegt c(t3) — A entweder 
ganz in V*V# +V; Vz oder ganz in VFV3 +Vı V5, wo AS —V*(t,) (Monotonie- 
eigenschaft). Eine k-Schar (k = 2,3,...) liegt vor, wenn das System aller einen be- 
liebig gewählten aber dann festgehaltenen Punkt PC R— A’ enthaltenden c eine 
(k — 1)-Schar bildet (4’ = Ausnahmemenge). Verf. zeigt nun, daß für jedes (zu 4A 
fremde) lokal-kompakte Kontinuum in R von endlicher Ordnung bezüglich einer 
1-Schar der Satz gilt, ferner daß durch geeignete Verwendung eines in IIb benutzten 
Schlusses die Sätze von IIa sich allgemein auf den Fall der k-Scharen übertragen. 
Zum Schluß werden Beispiele besprochen und Ausblicke auf die Ordnungstheorie 
mehrdimensionaler Grundgebilde (statt der Bogen) gegeben. (Ref. bemerkt noch, daß 
für den Fall dieser allgemeinen k-Scharen die Beweisanordnung von O. Delvendahl 
[dies. Zbl. 18, 276] ebenfalls anwendbar und damit eine Verkleinerung der vom Verf. 
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gewonnenen Zerlegungsschranke für Bogen der k-Scharenordnung (k + 1) möglich 
sein wird.) Haupt (Erlangen). 

Sz. Nagy, Gyula v.: Über Flächen vom Maximalindex mit mindestens einer Regel- 
flächenschale zweiter Ordnung. Mat. termeszett. Ertes. 56, 783—794 u. deutsche 
Zusammenfassung 795 (1937) [Ungarisch]. 

Es kann nur auf Grund des deutschen Auszuges berichtet werden. Verf. zeigt 
u.a.: Es gibt keine Fläche vom Maximalindex, die aus mehr als zwei Regelflächen- 
schalen besteht. Bisher hatte Verf. [math.-naturw. Anz. Ungar. Akad. Wiss. 53, 420ff. 
(1935); dies. Zbl. 12, 84] diesen Satz nur unter der zusätzlichen Voraussetzung be- 
wiesen, daß mindestens eine der Regelflächenschalen von höherer als 2. Ordnung ist. 
Außerdem wird jetzt bewiesen: Es sei F,„ eine Maximalindexfläche von n-ter Ordnung 
und $; eine Regelflächenschale k-ter Ordnung von F,; falls k = 2 ist, muß F,„ — $; 
eine Maximalindexfläche der Ordnung n — k=n— 2 sein; falls k > 2 ist und F,„ — $; 
die Ordnung (n — k) besitzt, muß F,„ — S, eine einschalige Regelfläche sein. Haupt. 


Topologie: 

Wallman, Henry: Lattices and topologieal spaces. Ann. of Math., II. s. 39, 112—126 
(1938). 

This article is mainly devoted to proving results announced by the author in an 
earlier note (“Lattices and bicompact spaces”, this Zbl. 16, 377). Any T,-space is 
characterized topologically by the lattice of its closed sets, and can be embedded in 
a bicompact space having the same dimensions and homology theory in the sense 
of Cech. A bicompact T,-space is characterized topologically by any basis of closed 
sets, and a distributive lattice with O and I is isomorphic with a basis of closed sets 
of a bicompact T,-space if and only if it satisfies a simple “disjunetion property”. 
The complemented case gives one the totally disconnected bicompact T,-spaces 
(“Boolean spaces”) of Stone. The author also shows that bases of closed sets can 
be replaced by abstract multiplicative complexes (nerves in the sense of Alexandroff), 
and by sets of finite coverings (yielding the homology theory of Cech). 

Garrett Birkhoff (Cambridge, U. 8. A.). 

Alexits, Georges: L’&volution r&cente de la geomö&trie des ensembles. Mat. fiz. Lap. 
45, 39—77 (1938) [Ungarisch]. 

Le memoire precedent est consacre & une etude encyclopedique de la g&ometrie 
des ensembles. La premiere partie s’occupe de la theorie de la dimension, due & Menger 
et Urysohn, dans la deuxiöme partie on a esquisse les fondements de la theorie des 
espaces abstraits. L’auteur a täch& de d&montrer, surtout dans la deuxieme partie, 
qu’on peut construire une chaine continue d’axiomes topologiques et metriques qui 
assurent la connexion entre les espaces abstraits generaux et les espaces intuitifs (espaces 
euclidiens et certains espaces non-euclidiens). Autoreferat. 

Smith, P. A.: Transformations of finite period. Ann. of Math., II. s. 39, 127—164 
(1938). 

L.E. J. Brouwer (Math. Ann. 80, 39) and B. Kerekjärtö (ibid. 36) showed 
that every periodie transformation T of a 2-sphere into itself is topologically equivalent 
to an orthogonal transformation. Smith studies the problem for an n-sphere M, 
the period p being prime. The main result is that the Betti and local Betti numbers 
(coefficients in p = integers modp) of the set L of fixed points are the same as those 
of an r-sphere (r <n); i£ M — L has more than one component, then r=n — land 
p=2. This holds if M is a bicompact space such that I every open set is an F,, 
II dim M < n, III every neighborhood A(a) contains an A, (a) such that every h-cycle 
inM—4Ais-0inM — A,, IV the Betti numbers of M are those of an n-sphere, 
V for every @ in M, cycle I‘„_, in @, and points a,b, cin M — G,T'._, is —0 outside 
a neighborhood of two ofa, b,c. I£ M is HLC", so is L. Let M be compact and metric. 
Er=0,then L=two points; if r=1, then Z is a simple closed curve. E Misa 
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$-sphere and T preserves (reserves) orientation, then L = 0 or a simple closed curve 
(L = two points or dim Z = 2 and the Betti and local Betti numbers of L are those 
of a 2-sphere). If each point and its iterates are identified, a space M* is formed; the 
homology characters of M* are given. Results are also given with a coefficient field rt, 
which may be the rational numbers. — The methods are based on the Öech homology 
theory. It is shown that every covering of M has a “special” refinement {U,}. For 
any point set A in M, let 0A be A plus its iterates, and let AA — A* be the corre- 
sponding point set in M*. A covering {U,} of M gives a covering {Uf} of M*; hence 
a chain Cin M givesa chain AC in M*, also oCinM. A-"140=00, AA-!D*=pD*. 
It ® = boundary, AB =®A, A1®=DA-1. Set 60 = TC — C; let o be either 
of o, 0, and let 0 be the other. Then o® = Bo; also 000 =900 = 0, and if C has 
no simplex in Z, itisoftype o (i. e. iso X for some X) ifandonlyifo0=0. E C=ÖX, 
C and X being of type o, write O=0. I£ I, and I',_, are cycles and /,=oX, 
I;-ı=®X, wite I,:T%-1; Ir-ı is of type 0, as ol,_ı=0. IT%:I,_-ı and 
I;20 imply T,_,&0. Let A, be the fundamental cycle in M, lt „=0 ifp>2 
or TA„— A, and = 5 otherwise, and let 0, = _, oT 0, according as n — h is even 
or odd. Cycles A„_1,...,Ao (Ar of type 07) are constructed so that A,: A,-ı- 
Given any I, oftypeo (h<n-— 1), I„;ı and IY are found so that I,,1:IY = T}- 
Hence, by induction (decreasing dimension), any I, of type &% is ®xA,modZ 
for some x. With r, any I’, oftypeo, (k=n) is&OmodL. The r above is the largest s 
for which A,&0 mod L. For an exact discussion of the cycles etc. used, we refer to 
the original paper. Whitney (Cambridge). 


Winn, €. E.: On certain reduetions in the four color problem. J. Math. Physics, 
|Hasachusstis Inst. Techn. 16, 159—171 (1938). 

Franklin, Philip: Note on the four color problem. J. Math. Physics, Massachusetts 
Inst. Techn. 16, 172—184 (1938). 

Let an “irreducible map” be one which cannot be colored in four colors (if there 
is any), with the fewest possible number of regions. Reductions (proofs that certain 
types of maps are reducible) have been given by a number of authors. Let polygon: 
65... denote a polygon surrounded in order by a hexagon, pentagon, n-gon etc. Let 


55 denote either nothing or 55 or 5555 etc. A major polygon is one with at least 7 sides. 
Winn shows that maps with the following configurations are reducible. Heptagon: 
5555... (found independently by H.Chojnacki); polygon: n55655; any configuration: 
mn5b or ndB (found independently by I. Ratib); hexagon: n55665; (due to Ratib); 
hexagon: mn5565; hexagon: m55 n55 (stated but not proved here). In an irreducible 
map, a major polygon (a heptagon) must touch either another major polygon or 3 (or 4) 
hexagons. Any irreducible map contains at least 6 major polygons. — P. Franklin 
(Amer. J. Math. 44, 225) and C. N. Reynolds (Ann. of Math. 28, 1) showed that 
all maps of 25 resp. 27 regions can be colored. Franklin now raises this number to 31. 
Though first proved independently of Winn’s results (see above), these are used to 
simplify the proof. Also some new reductions and a generalization of a result of Hea- 
wood (see this Zbl. 13, 81) are given. Whitney (Cambridge). 


Mathematische Physik. 


Elektrodynamik: 

Carwile, Preston B.: Reeiprocals to Ampäre’s law. Philos. Mag., VII. s. 25, 175—183 
(1938). 

In direkter Analogie zur Biot-Savartschen Hypothese über das magnetische Feld 
eines Stromelementes leitet der Autor eine Beziehung für das Differential der elektrischen 
Umlaufspannung ab, das durch ein Element eines wechselnden magnetischen Flusses 
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erzeugt wird. Der weitere Ausbau führt zum Begriff der elektrischen Doppelfläche, 
genau entsprechend dem der magnetischen Doppelfläche, nämlich einer permanent 
polarisierten und untrennbaren Doppelbelegung von Dipolen. Ernst Weber. 


Pol, Balth. van der, and H. Bremmer: The diffraetion of eleetromagnetie waves 
from an electrical point source round a finitely conducting sphere, with applications to 
radiotelegraphy and the theory of the rainbow. II. Philos. Mag., VII. s. 24, 825864 
(1937). 

This is a continuation of a former paper (this Zbl. 17, 167). The basic idea of 
splitting a wave function up into parts which correspond to successive reflections 
0% ,,01,0%,0%,... and successive refractions I4, I1,13,... of an incident wave I, 
is first illustrated by a simple problem of three media, one with infinite conductivity, 
separated by parallel plane boundaries. The index e refers to the outer medium and 
the index 1 to the inner in the case of a spherical earth, the center of the earth corres- 
ponding to the medium of infinite conductivity since waves are supposed to be re- 
flected at the center. An expansion of a wave function in a series of terms representing 
waves 0°,, 08,0f,... is obtained by expanding a function occurring in a definite 
integral, representing the wave function for the secondary field in the first medium, 
the expansion being a type of geometrical series. The expanded integrand then contains 
factors [1 + R(A)JLR(A)[1 — R(A)] and exp[2:k,(K + L) a cos®’”] the first: of which 
represents the attenuation 1 + R(}) at the first refraction, the attenuations [R(A)]* 
due to the X reflexions at 2= a and the attenuation 1 — R(}) at the first refraction 
into the first medium. The second factor gives the retardation of phase and, for 
complex k, the attenuation due to the fact that the wave has travelled X + 1 times 
up and down in the second medium, the form of this factor being quite similar to 
that obtained in the derivation of the phase retardation in Bragg’s well-known formula 
of crystal reflexion. — The authors then pass on to the treatment of the spherical 
problem reducing the subsidiary waves 0%, to a sum of residues. Use is made of a 
(2K -+ 8)-dimensional exponential integral and the method of approximation associated 
with the saddle point. By proceeding to second and third approximations expressions 
are obtained for the intensities of the rays. The results are discussed both from the 
standpoints of radio engineering and of physical optics. The absolute intensity of a 
rainbow, the losses at the reflexions and refractions and the atate of polarization are 
obtained rigorously and naturally while in the theory of Möbius some of the steps 
seem more or less arbitrary. — The prediction regarding the polarization was tested 
experimentally by observation of a rainbow through “polaroid’” spectacles. The part 
which became invisible had its tangent parallel to the line joining the two glasses 
which agrees with the conclusion that the rainbow is polarized chiefly at right angles 
to the arc. H. Bateman (Pasadena). 


Niessen, K. F.: Über das Feld einer vertikalen Halbwellenantenne in beliebiger 
Ann. Physik, V.F. 31, 522530 (1938). 

Das elektromagnetische Feld eines schwingenden Dipols mit vertikaler Achse, der 
sich in endlicher Höhe über einer ebenen Erde mit vorgegebener Leitfähigkeit und di- 
elektrischer Konstante befindet, kann in einem Abstand, der groß gegenüber der 
Wellenlänge ist, durch einen von H. Weyl abgeleiteten Ausdruck für das Hertzsche 
Vektorpotential dargestellt werden. Dieser Ausdruck enthält Glieder, die umgekehrt 
proportional zum Abstand und zum Abstandsquadrät sind. Das Hertzsche Potential 
einer Vertikalantenne endlicher Länge kann durch eine Integration über die Hertzschen 
Potentiale der Elementardipole erhalten werden, aus denen die Antenne, indem jeder 
Elementardipol mit einer Amplitude versehen wird, die proportional zum Antennen- 
strom am betreffenden Ort ist, aufgebaut wird. Die betreffenden Integrale werden 
ausgewertet. M.J.O. Strutt (Eindhoven). °® 
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tik: 


- Silberstein, Ludwik: Investigations on the intrinsie properties of the eolor domain. 
J. Opt. Soc. Amer. 28, 63—85 (1938). 

Die Gesamtheit aller Farben kann als dreidimensionales Kontinuum aufgefaßt 
werden. Betrachtet man hierin alle Farben fester Helligkeit, so erhält man einen zwei- 
dimensionalen Teil hiervon, der als projektive Ebene aufzufassen ist, wobei die Geraden 
durch sog. Farbenreihen dargestellt werden, d. h. alle Farben, die man aus zwei festen 
Farben durch Mischung erhält. Unter gewissen Voraussetzungen kann hierfür auch der 
Desarguessche Satz bewiesen sowie projektive Koordinaten eingeführt werden. Zu 
einer Metrik kommt man dann erst durch Einführung eines Abstandsbegriffes ver- 
mittels der Festsetzung, daß zwei benachbarte Farben, die noch gerade unterschieden 
werden können, die Entfernung ds haben sollen. Es wird gezeigt, daß diese Metrik 
unter Annahme des Fechnerschen Gesetzes nicht von konstanter Krümmung ist 
und daß die geodätischen Linien nicht mit den oben definierten Farbenreihen zusammen- 
fallen. Das gesamte dreidimensionale Farbenkontinuum läßt sich nicht projektiv 
auffassen, da hier nur oo! „Ebenen“ gleicher Helligkeit und 00? „Geraden“ als Linien 
gleicher Farbe definiert werden können. Hier sind nur die geodätischen Linien der 
Metrik als Geradenersatz vorhanden. Es wird ähnlich wie vorhin gezeigt, daß diese 
Riemannsche M, nicht von konstanter Krümmung, sondern von komplizierterer 
Bauart ist. In einem Anhang werden dann noch Vorarbeiten von Helmholtz aus dem 
Jahre 1891 und von Schrödinger [Ann. Physik 63 (1920)] besprochen, wobei ersterer 
das Farbenkontinuum euklidisch annahm. Dies ist aber ebensowenig ausreichend wie 
die Annahme Schrödingers, der ein wesentlich einfacheres Linienelement zugrunde 
legte als der Verf. Burau (Hamburg). 


Hanson, E. T.: The shadow of a straight edge. Philos. Trans. Roy.’ Soc. London A 
237, Nr 772, 35—65 (1938). 

Der Hauptzweck der Arbeit ist die analytische Lösung des elektromagnetischen 
Feldes in der Umgebung einer lichtundurchlässigen scharfen prismatischen Kante mit 
Öffnungswinkel & und der Beweis, daß diese Lösung kontinuierlich für Licht- und 
Schattengebiete gilt und die geometrische Schattengrenze genau wiedergibt. Zunächst 
behandelt der Autor die punktförmige Lichtquelle (Hertzschen. Öszillator), gibt die 
Lösung der Wellengleichung in Zylinderkoordinaten als ein Konturintegral in der 
komplexen Ebene und wählt einen geeigneten Integrationsweg, der die physikalischen 
Randbedingungen erfüllt und das Integral eindeutig macht. Das Ergebnis ist eine 
Fourierreihe in Vielfachen des Winkels, bestimmt durch Quelle-Kante-Beobackter; 
es kann leicht gezeigt werden, daß diese Darstellung tatsächlich die Schattengrenze 
eindeutig ausdrückt. Als besonderer Fall wird & = 0 (lichtundurchlässige Halbebene) 
behandelt. Für eine einfallende ebene Lichtwelle werden die Lösungen im Falle der 
undurchlässigen Halbebene gegeben sowie auch für den Fall eines dielektrischen Halb- 
raumes, dessen halbe Grenzebene mit einer unendlich dünnen, vollkommen reflektieren- 
den Schicht bedeckt ist. Hier bestehen zwei Schättengrenzen, eine im Medium, durch 
das das Licht einfällt, und eine im Medium, das das gebrochene Licht fortleitet. Die 
Sommerfeldsche Lösung der Wellengleichung wird dabei wieder in eine geeignete 
Fourierreihe ausgedrückt, welche die Beugung in der Nähe der Kante beschreibt und 
für den Fall der totalen Reflexion die Oberflächenwellen von Stokes und Kelvin 
ergibt. Wird die vollkommen reflektierende Schicht als endlich dünn angenommen, 
so erweist sich die Schwartz-Christoffelsche Transformation als angenehme Hilfe, um 
die Wellengleichung in erster Annäherung auf die unendlich dünne Schicht zurück- 
zuführen und dann in der Nähe der beugenden Kante Korrektionsfaktoren anzubringen. 
Der letzte Abschnitt beschäftigt sich mit einer Kritik der Theorie vollkommen ab- 


sorbierender Körper von Macdonald [Proc. London Math. Soc. 14, 410 (1915)]. 
Ernst Weber (New York). 
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Garavito Armero, Julio: Astronomische Optik. (Theorie der Refraktion und der 
jährlichen Aberration.) Rev. Acad. Colomb. Ci. exact. etc. 1, 334—348 (1937) [Spanisch]. 


Quantentheorie: 

Birkhoff, 6. D.: The foundation of quantum mechanies. (Oslo, 14.—18. VIl. 
1936.) C. R. congr. int. Math. 1, 207—225 (1937). 

Kurze Zusammenfassung der Ideen des Verf. betreffs einer quasiklassischen, hydro- 
dynamischen Deutung der Wellenmechanik. P. Jordan (Rostock). 

Markov, M.: On the quantum eleetrodynamies. Z. eksper. teoret. Fis. 8, 124—126 
(1938) [Russisch]. 

Die in der Quantenelektrodynamik auftretenden Divergenzen werden mit der 
Atomistik der elektrischen Ladung in Zusammenhang gebracht, und es wird die Ver- 
mutung ausgesprochen, daß das Eigenfeld eines Elektrons in seiner unmittelbaren 
Nähe unbeobachtbar wird, sobald man annimmt, daß zu einer solchen Messung nur 
Probekörper zur Verfügung stehen, deren Ladung nicht größer als die Elektronen- 
ladung ist. R. Peierls (Birmingham). 

Milkutat, E.: Das Stefan-Boltzmannsche Strahlungsgesetz bei extrem hohen Tem- 
peraturen nach der nichtlinearen Elektrodynamik. Astron. Nachr. 265, 379—380 (1938). 

Aus der Bornschen nichtlinearen Elektrodynamik berechnet der Verf. als Ver- 
allgemeinerung des Stefan-Boltzmannschen Gesetzes u = 9: 


25 
Deu =D; angenähet u = “(1 + 9). 
P. Jordan (Rostock). 

Breit, G.: Approximately relativistie equations. Phys. Rev., II. s. 55, 153—173 
(1938). 

Eine frühere Arbeit fortsetzend (dies. Zbl. 16, 189) untersucht der Verf. das 
Problem der relativistischen Invarianz bei allgemeinen Wechselwirkungen. In der 
Bornschen Näherung wird eine allgemeine, streng relativistische Wechselwirkungs- 
matrix eingeführt, während für eine strenge Behandlung der Wechselwirkung eine 
annähernd relativistische Behandlung (einschließlich der Größenordnung v?/c?) an- 
gegeben wird. Die Ergebnisse werden auf die verschiedenen Kernkraftansätze ange- 
wandt. O. Klein (Stockholm). 

Placinteanu, I. I.: Proprietes de la lumiere &leetronique. C. R. Acad. Sci. Roum. 2, 
133137 (1938). 

Die Note enthält weitere Überlegungen zu der vom Verf. (dies. Zbl. 16, 336 u. 
17, 192) aufgestellten Hypothese, wonach ein Lichtquant als Verbindung zwischen 
einem positiven und einem negativen Elektron zu betrachten ist. O. Klein. 

Kemmer, N.: Quantum theory of Einstein-Bose partieles and nuelear interaetion. 
Proc. roy. Soc., Lond. A 166, 127—153 (1938). 

Es gibt sowohl unter Be Annahme „Spin = =0(“ als auch unter der ee 
„Spin = 1“ je zwei verschiedene Möglichkeiten einer relativistisch-invarianten Wellen- 
gleichung des „schweren Elektrons“. Die beiden Fälle sind je ‚dual‘ zueinander, 
unterscheiden sich nur durch das Verhalten der Feldamplituden (Vorzeichenwechsel 
oder kein Vorzeichenwechsel) bei Spiegelungen. Obwohl das für den Fall des kräfte- 
frei bewegten Teilchens keinen Unterschied macht, gewinnt es Bedeutung, sobald die 
Wechselwirkung mit Protonen und Neutronen betrachtet wird. Die richtige Proton- 
Neutron-Kraft kommt nur bei Zugrundelegung der Procaschen Gleichungen 


D Ö 
tet De = = xD. 
P. Jordan (Rostock). 


